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Les groupes de tresses sont a` l’intersection de deux familles de groupes : d’une part celle des
groupes modulaires de surfaces et d’autre part celle des groupes de Garside.
Le groupe modulaire d’une surface orientable S (note´ Mod(S)) est le groupe des classes d’isotopie
d’home´omorphismes de S qui pre´servent l’orientation. Lorsque S = Dn est le disque ferme´ perce´
de n trous (n ∈ N), le groupe modulaire correspondant est un quotient du groupe de tresses
usuel. Plus pre´cise´ment, le groupe de tresses Bn est isomorphe au groupe des classes d’isotopie
d’home´omorphismes de Dn pre´servant l’orientation et induisant l’identite´ sur ∂Dn, voir [5]. Dans ce
contexte, le groupe modulaire de Dn est isomorphe au quotient de Bn par le sous-groupe engendre´
par l’e´le´ment qui correspond a` la rotation d’angle 2π de l’inte´rieur du disque.
Les groupes de Garside posse`dent une structure de treillis ainsi qu’un e´le´ment spe´cial ∆ qui
jouissent de certaines proprie´te´s initialement de´couvertes par Garside dans le cadre des groupes
de tresses. Tout e´le´ment admet une unique forme normale, c’est a` dire une unique de´composition
de la forme ∆px1 . . . xr ou` les facteurs appartiennent a` l’ensemble des e´le´ments dits simples. Sont
des groupes de Garside les groupes d’Artin de type sphe´rique (dont le groupe des tresses est un
spe´cimen), les groupes de noeud torique < x, y|xp = yq > (p et q premiers entre eux), les groupes
abe´liens libres, et d’autres exemples de groupes (voir [22], [20], [46]).
Les proble`mes du mot et de la conjugaison sont deux ce´le`bres proble`mes de´cisionnels pose´s par
Max Dehn au de´but du vingtie`me sie`cle. On conside`re un groupe avec une pre´sentation finie
G = 〈S | R〉 fixe´e. Le proble`me du mot requiert un algorithme pour de´cider si un mot sur S ∪S−1
repre´sente l’e´le´ment neutre de G ou non. Le proble`me de conjugaison demande un algorithme pour
de´cider si deux tels mots repre´sentent ou non la meˆme classe de conjugaison.
Tant dans les groupes modulaires de surfaces que dans les groupes de Garside, ces deux proble`mes
sont re´solubles. Dans les deux classes, les groupes sont automatiques (et meˆme biautomatiques
pour les groupes de Garside), voir [45] pour Mod(S) et [20] pour les groupes de Garside. Cela
implique une solution en temps quadratique par rapport a` la longueur des entre´es pour le proble`me
du mot (voir par exemple [49]).
Le proble`me de conjugaison est re´soluble pour les groupes modulaires, en combinant l’automaticite´
et la proprie´te´ de borne line´aire sur la longueur des e´le´ments conjugants e´tablie par Masur-Minsky
et Jing Tao [44,48] ; notons que l’algorithme obtenu est de complexite´ exponentielle.
Pour les groupes de Garside, la premie`re solution au proble`me de conjugaison fut donne´e par Gar-
side en 1969 dans le cadre des groupes de tresses [30] en se basant sur les proprie´te´s combinatoires
sus-mentionne´es. Nonobstant de nombreuses ame´liorations techniques, l’esprit de la de´monstra-
tion de Garside persiste dans les algorithmes connus a` ce jour. Malgre´ la rapidite´ en pratique des
algorithmes de´veloppe´s re´cemment, la complexite´ connue actuellement est exponentielle ici aussi.
Un des re´sultats de cette the`se est l’obtention d’un algorithme de complexite´ polynoˆmiale dans le
cas du groupe des tresses a` 4 brins (voir chapitre 8) :
the´ore`me. [14](Voir the´ore`me 8.1.1). Il existe un algorithme qui de´cide si deux e´le´ments x et y
de B4 sont conjugue´s dans B4 et qui fournit le cas e´che´ant un e´le´ment conjugant. Sa complexite´
est cubique par rapport a` la longueur des entre´es.
13
14 INTRODUCTION
L’argument s’appuie sur le programme de Birman, Gebhardt et Gonza´lez-Meneses en vue d’une
solution polynoˆmiale au proble`me de conjugaison dans les groupes de tresses [6]. L’ide´e est d’utiliser
le the´ore`me de classification de Nielsen-Thurston des e´le´ments du groupe modulaire d’une surface
[16,27]. Tout home´omorphisme f d’une surface S satisfait a` isotopie pre`s exactement l’une des
proprie´te´s suivantes :
– f est pe´riodique si f est d’ordre fini,
– f est re´ductible s’il existe une famille non vide F (appele´e syste`me de re´duction) de classes
d’isotopie de courbes ferme´es simples disjointes dans S telle que
– l’action de f laisse F invariant.
– F n’intersecte aucune autre classe d’isotopie de courbes ferme´es simples de S pre´serve´e
par une puissance de f ,
– f est pseudo-Anosov (pA) sinon.
Cette classification subsiste pour les tresses : une tresse est pe´riodique, re´ductible ou pseudo-
Anosov si telle est sa projection dans le groupe modulaire de Dn. L’ide´e dans [6] est de re´soudre
le proble`me de conjugaison se´pare´ment pour chacun des types de la classification ci-dessus. Afin
de pouvoir proce´der a` cette re´solution spe´cifique, il faut d’abord re´soudre le nouveau proble`me
algorithmique suivant : de´cider le type de Nielsen-Thurston d’un e´le´ment donne´ de Mod(S), pour
une surface S, et en particulier de´terminer le type de Nielsen-Thurston d’une tresse. Une premie`re
re´ponse est donne´e via la the´orie des re´seaux ferroviaires [3], mais l’algorithme subse´quent est de
complexite´ inconnue.
Une autre approche, dans le cas spe´cifique des groupes de tresses, est l’utilisation des techniques
de Garside. Le re´sultat principal reliant le proble`me de de´cision du type de Nielsen-Thurston d’une
tresse et la structure de groupe de Garside est le the´ore`me suivant, duˆ a` Benardete, Gutierrez et
Nitecki :
the´ore`me. [13](Voir the´ore`mes 3.3.1 et 5.1.3). Soit C une courbe standard. Soit x = ∆px1 . . . xr
une tresse en forme normale, classique ou duale. Si Cx est standard, alors pour tout m = 1, . . . , r,
C∆
px1...xm est standard.
Nous pre´sentons au chapitre 4 une nouvelle preuve de ce re´sultat, plus e´le´mentaire que l’originale,
et dont le me´rite supple´mentaire est de s’e´tendre (voir chapitre 5) au cadre de la structure de
Garside duale [4]. Le the´ore`me pre´ce´dent implique que si x ∈ Bn est une tresse re´ductible, il existe
un e´le´ment du Super Summit Set de x qui admet un syste`me de re´duction constitue´ de classes
d’isotopies de cercles (des courbes rondes ou standard); de plus, cette dernie`re proprie´te´ peut eˆtre
de´cide´e aise´ment [2].
Le Super Summit Set de x ∈ Bn (SSS(x)) est un sous-ensemble fini invariant de la classe de
conjugaison de x calculable a` l’aide des techniques de Garside [24]. L’algorithme re´sultant du
paragraphe pre´ce´dent pour de´tecter la re´ductibilite´ de x ∈ Bn exige de calculer l’inte´gralite´ de
SSS(x) et cela est tre`s lent, puisque en ge´ne´ral la taille du Super Summit Set croˆıt exponentielle-
ment avec la longueur. En revanche il existe un algorithme quadratique pour calculer, a` partir de
x ∈ Bn, un e´le´ment de SSS(x) [9].
Dans le cas particulier du groupe des tresses a` 4 brins, nous de´montrons que tout e´le´ment du
Super Summit Set d’une tresse re´ductible admet une courbe de re´duction (presque)-standard.
Cela fournit un algorithme quadratique pour de´cider le type de Nielsen-Thurston d’une tresse a` 4
brins donne´e. Ce re´sultat est une e´tape cle´ dans la justification de notre algorithme pour re´soudre
le proble`me de conjugaison dans le groupe des tresses a` 4 brins. Nous de´montrons au chapitre 6
le :
the´ore`me. [15](Voir the´ore`me 6.1.1). Il existe un algorithme qui de´cide le type de Nielsen-
Thurston d’une tresse x a` 4 brins avec une complexite´ quadratique par rapport a` la longueur de x.
Dans le cas ge´ne´ral d’un nombre arbitraire de brins, Gonza´lez-Meneses et Wiest ont produit un
algorithme qui de´cide le type de Nielsen-Thurston d’une tresse donne´e, de complexite´ polynoˆmiale
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par rapport au nombre de brins et a` la longueur, modulo une conjecture sur la rapidite´ de conver-
gence d’une ope´ration de the´orie de Garside appele´e cyclic sliding [33], voir Conjecture 2.3.9. Nous
donnons une preuve partielle de cette conjecture, base´e sur la proprie´te´ sus-mentionne´e de borne
line´aire sur les e´le´ments conjugants (voir chapitre 7). Cela permet une modification de l’algorithme
de Gonza´lez-Meneses et Wiest, qui conduit a` un algorithme de complexite´ polynoˆmiale par rapport
a` la longueur, pour tout nombre de brins fixe´ :
the´ore`me. [12](Voir the´ore`me 7.2.1). Soit n un entier naturel. Il existe un algorithme qui
de´cide le type de Nielsen-Thurston d’une tresse x a` n brins et dont la complexite´ est quadratique
par rapport a` la longueur de x.
Malheureusement la constante dans la borne line´aire n’est a` pre´sent pas explicitement connue, de
sorte que l’algorithme en question ne peut eˆtre explicitement programme´. L’importance de ladite
constante se manifeste a` nouveau au chapitre 8, ou` est utilise´e une deuxie`me fois la borne line´aire
sur les e´le´ments conjugants. Cela intervient dans la preuve du re´sultat suivant, une des cle´s pour
notre solution au proble`me de conjugaison dans B4 :
the´ore`me. [14] (Voir the´ore`me 8.1.2). Pour tout x ∈ B4 pseudo-Anosov rigide par rapport a` la
structure duale, le cardinal de SC(x) pour la structure duale est borne´ supe´rieurement par O(ℓ(x)2).
Les notions de rigidite´, d’ensembles de circuits glissants (SC) ainsi que tous les pre´requis ne´-
cessaires de la the´orie de Garside sont regroupe´s au chapitre 2. La` encore, on remarque que la
me´connaissance d’une valeur explicite pour la constante intervenant dans la borne line´aire (meˆme
dans le cas du groupe des tresses a` 4 brins) ne permet d’obtenir qu’un ordre de grandeur et pas
une borne explicite sur la valeur du cardinal de l’ensemble des circuits glissants.
Introduccio´n en espan˜ol
Los grupos de trenzas pertenecen a dos familias importantes de grupos: la de los grupos de difeo-
top´ıa de superficies (o´ Mapping Class Groups) y la de los grupos de Garside.
El grupo de difeotop´ıa de una superficie orientable S (que denotamos por MCG(S)) es el grupo
de clases de isotop´ıa de homeomorfismos de S que preservan la orientacio´n. Cuando S = Dn es
el disco cerrado menos n puntos interiores, este grupo es un cociente del grupo de trenzas usual.
Ma´s precisamente, el grupo de trenzas Bn es isomorfo al grupo de las clases de isotop´ıa de homeo-
morfismos de Dn que preservan la orientacio´n e inducen la identidad al restringirlos al borde ∂Dn,
ver [5]. En ese contexto, el grupo de difeotop´ıa de Dn es isomorfo al cociente de Bn por el subgrupo
generado por el elemento que corresponde a la rotacio´n del interior del disco por un angulo de 2π.
Los grupos de Garside poseen una estructura de ret´ıculo y un elemento especial ∆ que satisfacen
ciertas propiedades inicialmente descubiertas por Garside en el contexto de los grupos de trenzas.
Todo elemento admite una u´nica forma normal, es decir una u´nica descomposicio´n de la forma
∆px1 . . . xr donde los factores pertenecen al conjunto de los elementos llamados simples. Los grupos
de Artin de tipo esfe´rico (por ejemplo el grupo de trenzas), los grupos de nudos to´ricos < x, y|xp =
yq > (p y q primos entre s´ı), los grupos abelianos libres, y muchos otros son ejemplos de grupos
de Garside (ver [22], [20], [46]).
Los problemas de la palabra y de la conjugacio´n son dos problemas famosos planteados por Max
Dehn a principios del siglo XX. Se considera un grupo dado por una presentacio´n finita G =
〈S | R〉. El problema de la palabra requiere un algoritmo para decidir si una palabra sobre S∪S−1
representa el elemento trivial del grupoG o no. El problema de la conjugacio´n requiere un algoritmo
para decidir si dos tales palabras representan o no la misma clase de conjugacio´n.
Tanto en los grupos de difeotop´ıa de superficies como en los grupos de Garside, estos dos problemas
son resolubles. En ambas clases, los grupos son automa´ticos (e incluso los grupos de Garside son
biauto´maticos), ver [45] en el caso de Mod(S) y [20] para los grupos de Garside. Esto implica una
solucio´n de complejidad cuadra´tica con respecto a la longitud de las entradas para el problema de
la palabra (ver por ejemplo [49]).
El problema de la conjugacio´n es resoluble para los grupos de difeotop´ıa de superficies, al combinar
la automaticidad y la propiedad de cota lineal sobre la longitud de los elementos conjugadores
establecida por Masur-Minsky y Jing Tao [44, 48]; notamos que el algoritmo resultante es de
complejidad exponencial.
Para los grupos de Garside, la primera solucio´n al problema de la conjugacio´n fue encontrada
por Garside en 1969 en el contexto de los grupos de trenzas [30], basa´ndose en las propiedades
combinatorias mencionadas anteriormente. A pesar de numerosas mejoras te´cnicas, el esp´ıritu de
la demostracio´n de Garside persiste en los algoritmos conocidos hoy en d´ıa. Los ma´s recientes de
estos algoritmos son en pra´ctica muy ra´pidos. Sin embargo, su mejor complejidad teo´rica sigue
siendo de orden exponencial.
Un resultado de esta tesis es la obtencio´n de un algoritmo de complejidad cu´bica en el caso del
grupo de trenzas con cuatro cuerdas (Cap´ıtulo 8):
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Teorema. [14](Ver Teorema 8.1.1). Existe un algoritmo que decide si dos elementos x e y de
B4 son conjugados o no y que produce si se da el caso un conjugador entre x e y. Su complejidad
es cu´bica con respecto a la longitud de las entradas.
El argumento se apoya en el proyecto de Birman, Gebhardt y Gonza´lez-Meneses para obtener una
solucio´n polinomial al problema de la conjugacio´n en los grupos de trenzas [6]. La idea es utilizar
el teorema de clasificacio´n de Nielsen-Thurston de los elementos del grupo de difeotop´ıa de una
superficie [16,27]. Todo homeomorfismo de una superficie S satisface modulo isotop´ıa exactamente
una de las siguientes propiedades:
– f es perio´dico si f tiene orden finito,
– f es reducible si existe una familia non vac´ıa F (llamada sistema de reduccio´n) de clases de
isotop´ıa de curvas simples cerradas disjuntas en S tal que
– la accio´n de f deja F invariante,
– F no intersecta ninguna otra clase de isotop´ıa de curvas simples cerradas de S preservada
por una potencia de f ,
– f es pseudo-Anosov (pA) en otro caso.
Esta clasificacio´n persiste para las trenzas: una trenza es perio´dica, reducible o pseudo-Anosov si
lo es su proyeccio´n en el grupo de difeotop´ıa de Dn. La idea en [6] es resolver el problema de la
conjugacio´n separadamente en cada uno de los tipos de esta clasificacio´n. Para poder hacerlo, es
necesario resolver primero el nuevo problema algor´ıtmico que aparece: decidir el tipo de Nielsen-
Thurston de un elemento de Mod(S), para una superficie S, y en particular, determinar el tipo de
Nielsen-Thurston de una trenza. Una primera respuesta fue dada v´ıa la teor´ıa de los train-tracks [3],
pero el algoritmo resultante tiene complejidad desconocida.
Otra posibilidad, en el caso espec´ıfico de los grupos de trenzas, es usar las te´cnicas de Garside. El
resultado principal vinculando el problema de decisio´n del tipo de Nielsen-Thurston de una trenza
con la estructura de grupo de Garside es el teorema siguiente, debido a Benardete, Gutie´rrez y
Nitecki:
Teorema. [13](Ver Teoremas 3.3.1 et 5.1.3). Sea C una curva esta´ndar. Sea x = ∆px1 . . . xr
la forma normal de una trenza x ∈ Bn (cla´sica o dual). Si Cx es esta´ndar, entonces para todo
m = 1, . . . , r, C∆
px1...xm es esta´ndar.
Presentamos en el Cap´ıtulo 4 una nueva prueba de este resultado, ma´s sencilla que la prueba
original y que adema´s se extiende (ver Cap´ıtulo 5) al caso de la estructura de Garside dual [4]. El
teorema precedente implica que si x ∈ Bn es una trenza reducible, entonces existe un elemento de
su Super Summit Set que admite un sistema de reduccio´n hecho de clases de isotop´ıa de circulos
(curvas redondas o esta´ndar); adema´s esta u´ltima propiedad puede detectarse fa´cilmente [2].
El Super Summit Set de x ∈ Bn (SSS(x)) es un subconjunto finito de la clase de conjugacio´n de x
que se puede computar con la ayuda de las te´cnicas de Garside [24]. El algoritmo que resulta del
pa´rrafo anterior para detectar la reducibilidad de x ∈ Bn exige calcular la totalidad del conjunto
SSS(x) y esto cuesta mucho tiempo porque en general el taman˜o del Super Summit Set crece de
manera exponencial con respecto a la longitud. En cambio, existe un algoritmo cuadra´tico para
calcular, a partir de x ∈ Bn, un elemento de SSS(x) [9].
En el caso particular del grupo de trenzas con cuatro cuerdas, demostramos que todo elemento del
Super Summit Set de una trenza reducible admite una curva de reduccio´n (casi-)esta´ndar. Esto
proporciona un algoritmo cuadra´tico para decidir el tipo de Nielsen-Thurston de una trenza con
cuatro cuerdas. Este resultado es un paso importante hacia nuestra solucio´n al problema de la
conjugacio´n en B4. Demostramos en el Cap´ıtulo 6 el:
Teorema. [15](Ver Teorema 6.1.1). Existe un algoritmo que decide el tipo de Nielsen-Thurston
de una trenza x con 4 cuerdas y cuya complejidad es cuadra´tica con respecto a la longitud de x.
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En el caso general de un nu´mero de cuerdas arbitrario, Gonza´lez-Meneses y Wiest han producido
un algoritmo que decide el tipo de Nielsen-Thurston de una trenza cualquiera, de complejidad
polinomial con respecto al nu´mero de cuerdas y a la longitud, mo´dulo una conjectura sobre la
velocidad de convergencia de una operacio´n de teor´ıa de Garside llamada cyclic sliding [33],
ver Conjectura 2.3.9. Daremos una prueba parcial de esta conjectura, basada en la propiedad
mencionada anteriormente de la cota lineal sobre los elementos conjugadores (ver Cap´ıtulo 7).
Esto permite una modificacio´n del algoritmo de Gonza´lez-Meneses y Wiest, conduciendo a un
algoritmo de complejidad polinomial con respecto a la longitud, para todo nu´mero de cuerdas
fijado:
Teorema. [12](Ver Teorema 7.2.1). Sea n un entero positivo. Existe un algoritmo que decide
el tipo de Nielsen-Thurston de una trenza x con n cuerdas y cuya complejidad es cuadra´tica con
respecto a la longitud de x.
Desgraciadamente la constante en la cota lineal au´n no es conocida expl´ıcitamente, as´ı que el
algoritmo mencionado no puede ser expl´ıcitamente programado. La importancia de esta constante
se manifiesta otra vez en el Cap´ıtulo 8, donde se usa una segunda vez la cota lineal sobre los
elementos conjugadores. Esto interviene en la prueba del siguiente resultado, uno de los pasos
clave en nuestra solucio´n al problema de la conjugacio´n en B4:
Teorema. [14] (Ver Teorema 8.1.2). Para toda trenza x ∈ B4, pseudo-Anosov r´ıgida con respecto
a la estructura dual, el cardinal de SC(x) para la estructura dual esta´ acotado superiormente
por O(ℓ(x)2).
Las nociones de rigidez, de conjuntos de circuitos deslizantes (SC) as´ı como todos los requisitos
previos necesarios de la teor´ıa de Garside se pueden encontrar en el Cap´ıtulo 2. Hacemos notar
de nuevo que el desconocimiento de un valor expl´ıcito para la constante interviniendo en la cota
lineal (incluso en el caso del grupo de trenzas con cuatro cuerdas) so´lo permite obtener un orden de
estimacio´n y no un valor expl´ıcito sobre el valor del cardinal del conjunto de circuitos deslizantes.
CHAPITRE 1
Groupes modulaires et la classification de Nielsen-Thurston
Dans ce chapitre, nous rappelons la de´finition et quelques proprie´te´s du groupe modulaire d’une
surface S. Nous donnons une interpre´tation du groupe des tresses comme groupe modulaire d’un
disque finiment perfore´. Enfin, nous e´nonc¸ons deux re´sultats cruciaux pour la suite, a` savoir le
the´ore`me de classification de Nielsen-Thurston et la borne line´aire sur la longueur des e´le´ments
conjugants (duˆ a` Masur-Minsky et Jing Tao [44], [48]). Une re´fe´rence pour ce chapitre est le livre
de Farb et Margalit [26].
1.1. Le groupe modulaire
Soit Σ une surface connexe, compacte, orientable, de genre g > 0, avec b > 0 composantes de
bord. Soit n un entier naturel et P un sous-ensemble fini de l’inte´rieur de Σ de cardinal n. Nous
conside´rons la surface perfore´e Σn = Σ\P (Σn n’est plus compacte de`s lors que n > 0). Nous aurons
parfois besoin d’utiliser simultane´ment Σ et Σn ; toutefois le plus souvent nous conside´rerons le
cas ge´ne´ral d’une surface Σn comme ci-dessus (n > 0) : nous l’appellerons S. Les e´le´ments de P
seront appele´s trous.
L’ensemble des home´omorphismes de S qui pre´servent l’orientation forme un groupe Homeo+(S)
par rapport a` la composition des home´omorphismes. Muni de la topologie compacte-ouverte,
Homeo+(S) est un groupe topologique. On dit que deux home´omorphismes f et g dansHomeo+(S)
sont isotopes et on note f ∼ g s’il existe une famille continue (ft)t∈[0,1] d’e´le´ments de Homeo
+(S)
telle que f0 = f et f1 = g. L’isotopie est une relation d’e´quivalence compatible avec la composition,
de sorte que le quotient de Homeo+(S) par cette relation est un groupe :
de´finition 1.1.1. On appelle groupe modulaire de S et on note Mod(S) le groupe quotient :
Mod(S) = Homeo+(S)/ ∼ .
Nous adoptons la convention suivante pour le produit dans Mod(S) : si f et g sont des e´le´ments
de Mod(S) le produit fg est l’e´le´ment de Mod(S) obtenu en appliquant d’abord f puis g. Cette
convention n’est pas standard dans le contexte ge´ne´ral du groupe modulaire mais le deviendra de`s
la section 1.2, de`s lors qu’il s’agira de tresses. Nous e´tudions le groupe Mod(S) a` travers l’action
de ses e´le´ments sur la surface S ; dans cette e´tude, les notions de courbe ferme´e simple et d’arc
dans S jouent un roˆle central :
de´finition 1.1.2. Une courbe ferme´e dans S est l’image d’une application continue γ du cercle S1
dans S. Une courbe ferme´e C est dite simple s’il existe une application continue injective S1 −→ S
dont l’image est C. Enfin, on dit que C est non de´ge´ne´re´e si C n’est homotope ni a` un point, ni a`
un trou, ni a` une composante de bord de S.
On dit que deux courbes ferme´es simples sont isotopes si elles sont homotopes via des courbes
ferme´es simples. De plus, deux courbes ferme´es simples non de´ge´ne´re´es sont isotopes si et seulement
si elles sont homotopes (voir [26], proposition 1.10). Si C est une courbe ferme´e simple, on note [C]
sa classe d’isotopie. Enfin, on dit que deux classes d’isotopie de courbes ferme´es simples sont
disjointes si on peut en trouver des repre´sentants respectifs qui ne s’intersectent pas.
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de´finition 1.1.3. Supposons que P a au moins deux e´le´ments. Un arc dans S est l’intersection
de S avec l’image d’une application continue injective α de l’intervalle [0, 1] dans S∪P satisfaisant
α−1(P) = {0, 1} et α−1(∂S) = ∅.
Si A est un arc dans S de´fini par une application α comme ci-dessus, on appelle extreˆmite´s de A
les trous α(0) et α(1). Nous devons, comme pour les courbes ferme´es simples, conside´rer des
homotopies d’arcs. Les seules homotopies permises ici se font a` l’inte´rieur de la classe des arcs
pre´ce´demment de´finis (ainsi les extreˆmite´s restent fixe´es au cours du temps). Nous appellerons
de´sormais arc la classe d’homotopie d’un arc.
Outre leur roˆle de te´moin de l’action des e´le´ments du groupe modulaire sur la surface (voir para-
graphe 1.3.1), les courbes ferme´es simples permettent de de´finir une famille importante d’e´le´ments
de Mod(S).
Soit C une courbe ferme´e simple dans S. Il existe alors un home´omorphisme φ pre´servant l’orien-
tation entre un sous-ensemble V de S et l’anneau A = {reiθ ∈ C | 1 6 r 6 2} tel que la courbe
ferme´e simple φ−1(32e
iθ), θ ∈ [0, 2π] est isotope a` C. Soit τ l’home´omorphisme de A donne´ par
τ(reiθ) = rei(θ−2πr).
Notons que τ induit l’identite´ sur le bord de l’anneau. Voir figure 1 (a).
Figure 1. (a) L’action de l’home´omorphisme τ de l’anneau A sur un arc dans
A. (b) L’action de l’home´omorphisme σ sur un arc dans le disque prive´ de deux
points.
de´finition 1.1.4. On appelle twist de Dehn autour de C et on note τC la classe d’isotopie dans
Mod(S) de l’home´omorphisme de S de´fini par
x 7→
{
x si x ∈ S \ V ,
φ−1τφ(x) si x ∈ V
Remarquons que la classe d’isotopie de τC ne de´pend que de la classe d’isotopie de la courbe C ;
on note parfois τ[C].
On peut de´finir de manie`re analogue, en relation avec les arcs, la notion de demi-twist de Dehn.
Supposons que P a au moins deux e´le´ments et conside´rons un arc A dans S. Soient p1, p2 ∈ P
les extreˆmite´s de A. Il existe un home´omorphisme φ pre´servant l’orientation entre un voisinage
ferme´ V de l’arc A dans S et le disque {reiθ ∈ C | r 6 1} \ {− 12 ,
1
2} de sorte que l’image de A est
le segment ]− 12 ,
1
2 [. Soit σ l’home´omorphisme du disque (voir figure 1 (b)) donne´ par
σ(reiθ) =
{
rei(θ−π) si r 6 12 ,
rei(θ−2πr) si 12 < r 6 1.
de´finition 1.1.5. On appelle demi-twist de Dehn le long de l’arc A et on note σA la classe
d’isotopie dans Mod(S) de l’home´omorphisme de S de´fini par
x 7→
{
x si x ∈ S \ V,
φ−1σφ(x) si x ∈ V
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Remarquons que si A est un arc, et V est un voisinage de A home´omorphe a` un disque ferme´
moins deux points, le bord de V est une courbe ferme´e simple non de´ge´ne´re´e dans S, disons C.
Alors on a τC = σ
2
A.
La notion de demi-twist de Dehn joue un roˆle tre`s important dans ce texte. Notons que Mod(S)
est engendre´ par un nombre fini de twists de Dehn et de demi-twists de Dehn (voir [26], para-
graphe 4.4.4).
Enfin, Mod(S) agit sur les classes d’isotopie de courbes ferme´es simples (respectivement sur les
arcs) ; nous notons cette action a` droite : l’action de f ∈Mod(S) sur la classe [C] (respectivement
l’arc A) est note´e [C]f (respectivement Af ). Il est inte´ressant de noter la relation de conjugaison
suivante. Si C (respectivement A) est une courbe ferme´e simple (respectivement un arc) dans S,
et f ∈Mod(S), on a τ([C]f ) = f
−1τCf et σ(Af ) = f
−1σAf .
1.2. Le groupe des tresses comme groupe modulaire
Nous commenc¸ons par une de´finition des groupes de tresses. Cette de´finition a e´te´ formalise´e pour
la premie`re fois par Emil Artin [1]. Soit n un entier naturel strictement positif. Soient p1, . . . , pn n
points distingue´s du plan complexe C. Il est commode (mais pas ne´cessaire) de supposer ces
points aligne´s (comme dans la figure 2). On appelle tresse ge´ome´trique a` n brins la donne´e de n
applications continues bi, i = 1, . . . , n de l’intervalle [0, 1] dans C × [0, 1], dont les images sont
appele´es brins, satisfaisant :
– les brins bi([0, 1]) sont disjoints,
– bi(0) = (pi, 0),
– bi(1) ∈ {p1, . . . , pn} × {1},
– bi(t) ∈ C× {t}, pour tout t ∈ [0, 1].
Notons que puisque les chemins bi sont disjoints, une tresse ge´ome´trique induit une permutation π :
pour tout i = 1, . . . , n, π(i) est l’unique e´le´ment de {1, . . . , n} tel que bi(1) = (pπ(i), 1). On dit
qu’une tresse ge´ome´trique est pure si la permutation qui lui est associe´e de cette manie`re est
triviale.
On appelle tresse a` n brins la classe d’homotopie d’une tresse ge´ome´trique a` n brins (les homo-
topies permises ont lieu relativement aux points pi et via des tresses ge´ome´triques). A une tresse
a` n brins on peut associer un diagramme planaire, dit diagramme de tresse, obtenu par projec-
tion paralle`lement a` l’axe y, comme sur la figure 2. Modulo homotopie, on peut supposer que la
projection n’a que des points doubles transverses, que nous appelons croisements. Le dessin de la
partie droite de la figure 2 retient alors toutes les proprie´te´s de la tresse de la partie gauche si l’on
indique quel brin passe “devant” ou “derrie`re” pour chaque croisement. L’ensemble des tresses a` n
Figure 2. A gauche, une tresse ge´ome´trique, a` droite le diagramme de tresse
correspondant a` sa classe d’isotopie, obtenu par projection dans la direction y.
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brins est muni d’une multiplication donne´e par concate´nation et re´e´chelonnement ; cette ope´ration
induit une structure de groupe : le groupe des tresses a` n brins est note´ Bn.
Nous pouvons maintenant de´crire comment les groupes de tresses s’inscrivent dans le contexte des
groupes modulaires. Nous reprenons, pour une surface S avec un bord non vide, la de´finition du
groupe modulaire donne´e a` la section 1.1, avec une modification des conditions au bord. Nous re-
streignons la classe des home´omorphismes permis, en demandant que ces derniers induisent l’iden-
tite´ en restriction au bord de S. Le groupe des tels home´omorphismes de S pre´servant l’orientation
est note´ Homeo+(S, ∂S). De manie`re similaire a` la section 1.1, nous conside´rons ces home´omor-
phismes modulo isotopie, les isotopies devant se faire a` l’inte´rieur de (Homeo+(S), ∂S) ; le groupe
quotient obtenu est le groupe modulaire de S relativement au bord : Mod(S, ∂S).
Soit D le disque ferme´ dans C oriente´ dans le sens horaire ; conforme´ment aux notations de la
section 1.1, nous notons Dn le meˆme disque de l’inte´rieur duquel ont e´te´ retire´s n points (n > 0).
Il s’ave`re que le groupe des tresses Bn et le groupe modulaire de Dn relativement au bord sont
isomorphes. La de´finition du groupe des tresses a` n brins comme groupe modulaire d’un disque
prive´ de n points relativement au bord est contemporaine de celle d’Artin [43]. Nous donnons ici
une bre`ve description de cet isomorphisme ; voir [5] pour les de´tails.
Notons p1, . . . , pn les n points oˆte´s de l’inte´rieur de D. Soit f ∈ Mod(Dn, ∂Dn). On peut voir f
comme un e´le´ment de Mod(D, ∂D) ; ainsi, par l’astuce d’Alexander (voir [26], lemme 2.1), il existe
une isotopie (ft)t∈[0,1] entre IdD et un repre´sentant de f via des home´omorphismes de D induisant
l’identite´ sur ∂D. La tresse associe´e a` f est alors donne´e, et bien de´finie, comme la classe d’ho-
motopie des chemins dans D× [0, 1] : (ft(p1), t), . . . , (ft(pn), t). Re´ciproquement, soit b une tresse
donne´e par le n-uplet de brins ((b1(t), t), . . . , (bn(t), t)). Ces brins de´finissent un mouvement des
points p1, . . . , pn qui peut eˆtre e´tendu en une famille continue d’home´omorphismes de (D, ∂(D))
(par exemple comme composition de demi-twists de Dehn), joignant IdD a` un home´omorphisme
de D relativement a` ∂D. Ce dernier est aussi un e´le´ment de Homeo+(Dn, ∂Dn) ; sa classe d’isotopie
est l’image de la tresse b.
Remarquons que dans Dn (n > 2), la notion de non de´ge´ne´rescence d’une courbe ferme´e simple
peut se traduire de la fac¸on suivante : une courbe ferme´e simple dans Dn est non de´ge´ne´re´e si et
seulement si elle entoure au moins 2 trous et au plus (n− 1) trous.
Nous de´crivons maintenant deux familles importantes de demi-twists de Dehn dans Mod(Dn).
Supposons que n > 2. Supposons pour fixer les ide´es que les trous p1, . . . , pn sont aligne´s le long
du diame`tre horizontal de Dn, de la gauche vers la droite (figure 3(a)). Pour 1 6 i < j 6 n,
conside´rons l’arc Ai,j de´crit par le demi-cercle dans le demi-plan infe´rieur d’extreˆmite´s pi et pj
(figure 3(a)). Notons ai,j la tresse correspondant au demi-twist de Dehn σAi,j . Pour 1 6 i 6 n− 1,
on note aussi σi := ai,i+1. La tresse σi est repre´sente´e sur la figure 3(b).
Figure 3. (a) Les arcs Ai,j , (b) La tresse σi.
L’ensemble {σ1, . . . , σn−1} est un syste`me ge´ne´rateur de Bn, ses e´le´ments sont appele´s ge´ne´rateurs
d’Artin (voir the´ore`me 2.2.1).
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(avec σi+1 . . . σj−1 = 1 si j = i + 1) ; ainsi en vertu de la remarque a` la fin de la section 1.1, on
obtient la relation suivante dans le groupe Bn (illustre´e par la figure 4(b)) :
ai,j = (σ
−1
j−1 . . . σ
−1
i+1)σi(σi+1 . . . σj−1),(1)
avec σi+1 . . . σj−1 = 1 si j = i+ 1. La famille {ai,j , 1 6 i < j 6 n} admet certaines syme´tries plus
aise´ment remarquables si l’on repre´sente les trous pi le long d’un cercle Γ concentrique au bord
de Dn, voir figure 4(a). La famille des tresses ai,j (1 6 i < j 6 n) est aussi un syste`me ge´ne´rateur
de Bn (elle contient {σ1, . . . , σn−1}) ; on appelle ses e´le´ments les ge´ne´rateurs de Birman-Ko-Lee.
Nous reviendrons sur ces deux familles ge´ne´ratrices a` la section 2.2.
Figure 4. (a) Un diagramme de la tresse ai,j , (b) la repre´sentation circulaire,
avec le cercle Γ en pointille´s.
Enfin, conside´rons le twist de Dehn autour d’une courbe ferme´e simple paralle`le a` ∂Dn. Cet e´le´ment
est trivial dans Mod(Dn), mais pas dans Mod(Dn, ∂Dn) ; de meˆme dans Bn, la tresse correspon-
dante est l’e´le´ment usuellement de´note´ ∆2n (ou simplement ∆
2 s’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´ sur le
nombre de brins) : voir figure 5. C’est la raison qui nous oblige a` conside´rer des home´omorphismes
du disque fixant point par point plutoˆt que globalement le bord de Dn.
Figure 5. La tresse correspondant au twist de Dehn autour d’une courbe paral-
le`le au bord de Dn (ici, n = 5).
En fait, en quotientant Dn par son bord, la surface obtenue est une sphe`re avec (n+ 1) trous Sn+1.
Le groupe Mod(Dn) est un sous-groupe d’indice n+ 1 de Mod(Sn+1), pre´cise´ment le sous-groupe
des e´le´ments de Mod(Sn+1) fixant ce (n + 1)-ie`me trou. On a un morphisme Mod(Dn, ∂Dn) →
Mod(Sn+1), qui consiste a` e´tendre un home´omorphisme de Dn en un home´omorphisme de la sphe`re
fixant le n+1-ie`me trou. Son noyau est exactement le sous-groupe de Bn engendre´ par l’e´le´ment ∆
2
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1.3. La classification de Nielsen-Thurston et la borne line´aire
Nous revenons au cas ge´ne´ral d’une surface S pour e´noncer deux the´ore`mes d’une grande impor-
tance.
1.3.1. La classification de Nielsen-Thurston. Le premier re´sultat fournit une classifica-
tion des e´le´ments de Mod(S) via leur action sur les classes d’isotopie de courbes ferme´es simples
non de´ge´ne´re´es de S. Pour une e´tude de´taille´e des travaux de Thurston (classification des ho-
me´omorphismes, the´orie pseudo-Anosov, the´orie de Teichmu¨ller) on peut consulter les deux trai-
te´s [27], [16].
de´finition 1.3.1. Un e´le´ment f de Mod(S) est dit pe´riodique s’il existe un entier strictement
positif k tel que fk = 1. Cela signifie qu’il existe un repre´sentant de f dont une puissance est
isotope a` l’identite´.
De´finissons maintenant la notion d’e´le´ment re´ductible de Mod(S). Soit f ∈ Mod(S). Un syste`me
de re´duction de f est une famille de classes d’isotopie de courbes ferme´es simples non de´ge´ne´re´es
disjointes dans S pre´serve´e par l’action de f . Les e´le´ments d’un syste`me de re´duction de f sont
appele´s courbes de re´duction de f . Notons qu’un syste`me de re´duction est ne´cessairement fini.
Ainsi, une classe d’isotopie de courbes ferme´es simples non de´ge´ne´re´es [C] dans S est une courbe
de re´duction de f s’il existe une puissance non nulle m de f qui fixe [C] et si les classes d’isotopie
des courbes [C]f
i
, i = 0, . . . ,m−1 sont disjointes. Dans la litte´rature, un e´le´ment f de Mod(S) est
dit re´ductible s’il existe un syste`me de re´duction de f qui est non vide, autrement dit si f admet
au moins une courbe de re´duction.
On observe que selon cette de´finition, des e´le´ments pe´riodiques peuvent eˆtre re´ductibles. La figure 6
montre un e´le´ment g de Mod(D4) avec un syste`me de re´duction forme´ de deux classes d’isotopie
de courbes ferme´es simples non de´ge´ne´re´es disjointes [C1] et [C2] (et donc g est re´ductible, selon la
de´finition ci-dessus). Ne´anmoins le carre´ de g est l’identite´ dans Mod(D4) : c’est le twist de Dehn
autour de ∂D4 ; donc g est pe´riodique.
Figure 6. Un e´le´ment de Mod(D4) re´ductible au sens pre´ce´dent mais qui n’est
pas re´ductible selon la de´finition 1.3.2.
En vue d’une classification et pour e´viter le recouvrement des subdivisions de cette classification,
nous de´finissons une notion plus restrictive de re´ductibilite´. Soit f un e´le´ment de Mod(S). Un
syste`me de re´duction essentiel de f est un syste`me de re´duction de f dont tous les e´le´ments sont
disjoints de toute courbe de re´duction de f . Un e´le´ment d’un syste`me de re´duction essentiel de f
s’appelle une courbe de re´duction essentielle de f . Nous pouvons maintenant de´finir la notion de
re´ductibilite´ souhaite´e :
de´finition 1.3.2. Un e´le´ment f de Mod(S) est dit re´ductible (non pe´riodique) s’il admet un
syste`me de re´duction essentiel non vide.
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Cette de´finition exclut l’exemple de la figure 6, a` cause de la courbe C′ en pointille´s. D’apre`s
Birman, Lubotzky et McCarthy [10], le syste`me de re´duction canonique de f ∈ Mod(S), note´
CRS(f), est l’ensemble des courbes de re´duction essentielles de f . Ainsi, un e´le´ment f de Mod(S)
est re´ductible si et seulement si CRS(f) est non vide. De plus, pour un e´le´ment re´ductible, le
syste`me de re´duction canonique de´coupe la surface S en sous-surfaces sur lesquelles la restriction
de f (ou plus pre´cise´ment d’une puissance convenable de f) est irre´ductible, c’est a` dire soit
pe´riodique, soit pseudo-Anosov (voir de´finition 1.3.3) [10]. Observons encore que par de´finition,
CRS(f) = CRS(fm) pour tout f ∈Mod(S) et tout entier m non nul.
de´finition 1.3.3. Un e´le´ment f de Mod(S) est dit pseudo-Anosov, note´ pA, s’il existe un repre´-
sentant f0 de f et une paire de feuilletages mesure´s transverses (Fu, µu) et (Fs, µs) sur S, appele´s
respectivement feuilletages instable et stable, ainsi qu’un nombre re´el λ > 1, appele´ coefficient de
dilatation, tels que
(Fu, µu)





Le tre`s ce´le`bre the´ore`me de classification des home´omorphismes de surface dit de Nielsen-Thurston
affirme alors :
the´ore`me 1.3.4. [49] Soit f ∈Mod(S). On a la trichotomie suivante :
– f est pe´riodique,
– f est re´ductible,
– f est pseudo-Anosov.
Le type de Nielsen-Thurston de f ∈ Mod(s) est la subdivision de la classification ci-dessus a`
laquelle f appartient. Nous formulons d’ores et de´ja la remarque, simple mais importante, que le
type de Nielsen-Thurston est invariant par conjugaison.
Dans le cas des groupes de tresses, la classification donne´e par le the´ore`me 1.3.4 persiste, en de´fi-
nissant une tresse comme re´ductible, pe´riodique ou pseudo-Anosov si sa projection dansMod(Dn)
est re´ductible, pe´riodique ou pseudo-Anosov. Notons qu’une tresse est pe´riodique si et seulement
si c’est une racine d’un e´le´ment du sous-groupe cyclique de Bn engendre´ par ∆
2.
Le the´ore`me 1.3.4 soule`ve un proble`me important, qui est une des principales motivations du
pre´sent texte : e´tant donne´ un syste`me de ge´ne´rateurs de Mod(S), peut-on trouver un algorithme
qui de´cide si un e´le´ment de Mod(S) exprime´ comme un mot de longueur l en terme de ces
ge´ne´rateurs est pe´riodique, re´ductible ou pseudo-Anosov? Est-il possible de surcroˆıt de trouver les
e´le´ments invariants, i.e. un syste`me de courbes de re´duction pour un e´le´ment re´ductible ou une
paire de feuilletages transverses mesure´s et un coefficient de dilatation pour un e´le´ment pseudo-
Anosov ? Enfin, peut-on trouver un tel algorithme de sorte que sa complexite´ soit polynoˆmiale par
rapport a` l ?
Une re´ponse positive aux deux premie`res questions (ainsi qu’une nouvelle preuve du The´ore`-
me 1.3.4), est apporte´e par Bestvina et Handel dans [3] via les techniques des re´seaux ferroviaires.
L’algorithme qui y est propose´ est imple´mente´ et disponible librement [41]. Cet algorithme donne
en pratique d’excellents re´sultats ; toutefois, sa complexite´ the´orique n’est pas connue. Un des
principaux buts de ce texte est de pre´senter des algorithmes pour re´soudre le proble`me ci-dessus
dans les groupes de tresses. Comme ci-dessus, nous souhaitons une complexite´ polynoˆmiale en
fonction de la longueur ; de plus nous conside´rons le nombre de brins n comme un parame`tre
et nous de´sirons que la complexite´ des algorithmes de´pende de n de manie`re polynoˆmiale. Nous
suivons une approche radicalement diffe´rente de celle de Bestvina et Handel, base´e sur les proprie´te´s
alge´briques du groupe de tresses expose´es dans le chapitre 2 (voir chapitre 3).
1.3.2. La borne line´aire sur la longueur des e´le´ments conjugants. Avant de clore ce
chapitre, nous abordons un re´sultat d’une grande importance lie´ au proble`me de conjugaison dans
les groupes modulaires. Historiquement, la preuve repose sur le the´ore`me 1.3.4 puisque le re´sultat
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en question a e´te´ de´montre´ d’abord pour des e´le´ments pseudo-Anosov [44] puis pour des e´le´ments
re´ductibles et pe´riodiques [48].
the´ore`me 1.3.5. Soit G un syste`me de ge´ne´rateurs de Mod(S). Pour f ∈ Mod(S), soit |f |
la longueur de f relativement a` G, c’est a` dire la longueur du mot le plus court sur G ∪ G−1
repre´sentant f . Alors il existe une constante CG telle que pour tous g1, g2 ∈ Mod(S) conjugue´s
dans Mod(S), il existe u ∈Mod(S) tel que g1
u = g2 et |u| 6 CG(|g1|+ |g2|).
Nous reviendrons sur la spe´cialisation de ce re´sultat au groupe des tresses dans les chapitres 7 et 8
ou` il jouera un roˆle majeur ; mais avant de pouvoir en faire un usage inte´ressant, nous devons nous
pencher en de´tail sur la structure alge´brique du groupe des tresses.
CHAPITRE 2
Groupes de Garside, le proble`me de conjugaison
Les groupes de Garside sont, sommairement, les groupes satisfaisant les proprie´te´s initialement
de´couvertes par Garside [30] dans le cadre des groupes de tresses. Nous adoptons un point de
vue a posteriori en donnant d’abord la de´finition et quelques proprie´te´s e´le´mentaires des groupes
de Garside (pour une exposition plus comple`te on peut consulter [22], [20]). Les structures de
Garside classique et duale des groupes de tresses sont expose´es dans un deuxie`me temps. Enfin,
dans une troisie`me partie, nous mettons l’accent sur les techniques de re´solution du proble`me de
conjugaison dans les groupes de Garside. Mentionnons aussi que la the´orie dite de Garside est
l’objet de de´veloppements re´cents, avec notamment l’introduction des cate´gories de Garside qui
ge´ne´ralisent les groupes de Garside [21].
2.1. Groupes de Garside
de´finition 2.1.1. [33]
Soit G un groupe. On appelle structure de Garside sur G la donne´e d’une paire (P,∆), ou` P est
un sous-mono¨ıde de G et ∆ est un e´le´ment distingue´ de P , satisfaisant les proprie´te´s suivantes :
(G1) La relation 4 de´finie sur G par x 4 y ⇔ x−1y ∈ P induit une structure de treillis sur G,
c’est a` dire, pour tous x, y ∈ G, il existe un unique d ∈ G et un unique m ∈ G tels que
– d 4 x, d 4 y et pour tout d′ ∈ G tel que d′ 4 x et d′ 4 y, on a d′ 4 d,
– x 4 m, y 4 m et pour tout m′ ∈ G tel que x 4 m′ et y 4 m′, on a m 4 m′.
(G2) La conjugaison par ∆ pre´serve le mono¨ıde P .
(G3) L’ensemble S = {x ∈ G|1 4 x 4 ∆} est fini et engendre G comme groupe.
(G4) Pour tout x ∈ P \ {1},
||x|| = sup{k | ∃ a1, . . . , ak ∈ P \ {1} | x = a1 . . . ak} <∞,
en particulier le mono¨ıde P est noethe´rien.
On dit que G est un groupe de Garside si G admet au moins une structure de Garside.
La relation 4 est naturellement appele´e relation d’ordre des pre´fixes : si x 4 y, on dit que x est
un pre´fixe de y. Il de´coule de la de´finition que la relation 4 est invariante par multiplication a`
gauche : pour tous x, y, z ∈ G, x 4 y ⇔ zx 4 zy.
De manie`re e´quivalente, une structure de Garside peut eˆtre de´finie par la donne´e d’une relation
d’ordre 4 invariante par multiplication a` gauche et satisfaisant les proprie´te´s de treillis. On de-
mande alors que le coˆne positif de cette relation, i.e. P := {x ∈ G|1 4 x} (qui est un mono¨ıde)
satisfasse (G4) et contienne un e´le´ment spe´cial ∆ avec les proprie´te´s (G2) et (G3).
On appelle positifs les e´le´ments de P . L’e´le´ment ∆ s’appelle e´le´ment de Garside. La longueur
maximale ||∆|| d’un mot a1 . . . ak repre´sentant ∆ avec a1, . . . , ak ∈ P \ {1} est une importante
caracte´ristique nume´rique attache´e a` la structure de Garside (P,∆). Pour tous x, y ∈ G, les
e´le´ments d et m de G dont l’existence est garantie par la condition (G1) sont respectivement les
plus grand diviseur et plus petit multiple communs de x et y ; on note d = x∧ y et m = x∨ y. Une
conse´quence imme´diate de la de´finition 2.1.1 est l’absence de torsion dans un groupe de Garside.
Supposons en effet que x ∈ G est d’ordre fini m, alors l’e´le´ment d = 1 ∧ x ∧ . . . ∧ xm−1 ve´rifie
xd = x ∧ x2 ∧ . . . xm = d, ce qui implique x = 1.
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Notons qu’a` une structure de Garside (P,∆) est aussi associe´e une relation d’ordre < invariante
par multiplication a` droite et satisfaisant (G1), de´finie par la formule x < y si et seulement si
xy−1 ∈ P ; si x < y, on dit que y est un suffixe de x. En vertu de (G2), la conjugaison par ∆
pre´serve les deux relations 4 et <, autrement dit si on note τ l’automorphisme inte´rieur de G
associe´ a` ∆, on a pour tous x, y ∈ G, x 4 y ⇔ τ(x) 4 τ(y) et x < y ⇔ τ(x) < τ(y).
La condition (G2) implique aussi que S = {x ∈ G | ∆ < x < 1}. On appelle e´le´ments simples les
e´le´ments de S. A tout s ∈ S, on associe son comple´ment a` droite ∂(s) = s−1∆ et son comple´ment
a` gauche ∂−1(s) = ∆s−1. Les deux fonctions ∂ et ∂−1, de S dans lui-meˆme, sont des bijections
inverses l’une de l’autre. On remarque aussi que ∂2 est la restriction de τ a` S. Puisque S est fini et
engendre G, le centre de G doit contenir une puissance de ∆. La condition (G3) implique que ∆
n’est pas l’e´le´ment neutre (de`s lors que G n’est pas trivial) ; or G est sans torsion : le centre d’un
groupe de Garside non trivial est non trivial.
La condition (G4) implique l’existence d’e´le´ments spe´ciaux de P , appele´s atomes. Supposons que x
est un e´le´ment de P et e´crivons x = a1 . . . ak, avec k = ||x|| et ai ∈ P \ {1}. Alors pour tout
i = 1, . . . , k, si ai = uv avec u, v ∈ P on doit avoir u = 1 ou v = 1 sans quoi la de´finition de ||x||
serait contredite. Un e´le´ment a ∈ P \ {1} est un atome si pour tout produit a = uv, avec u, v ∈ P ,
on a u = 1 ou v = 1. Remarquons que tout syste`me ge´ne´rateur de P doit contenir tous les atomes ;
en particulier, les atomes sont en nombre fini. On note λ le nombre d’atomes. Ce nombre est une
caracte´ristique de la structure de Garside (P,∆).
Nous rappelons maintenant une proprie´te´ fondamentale des groupes de Garside. Sommairement
il s’agit d’associer, a` tout e´le´ment x de G, un unique mot sur l’alphabet S ∪ S−1, repre´sentant
distingue´ de x : sa forme normale.
de´finition 2.1.2. Soient s1 et s2 deux e´le´ments simples de G. On dit que la paire (s1, s2) est
ponde´re´e (a` gauche) si ∂(s1)∧s2 = 1, autrement dit si s1 est le plus grand diviseur simple de s1s2.
Si (s1, s2) n’est pas ponde´re´e a` gauche, soit t = ∂(s1) ∧ s2 ; on appelle glissement local de la paire
(s1, s2) la transformation de s1 en s
′
1 = s1t et de s2 en s
′
2 = t






proposition 2.1.3. Soit x ∈ G. Il existe une unique de´composition x = ∆px1 . . . xr ou` r est un
entier naturel, p est le plus grand entier relatif satisfaisant ∆p 4 x, les xi sont des e´le´ments simples
avec xr 6= 1 et (pour r > 2) la paire (xi, xi+1) est ponde´re´e a` gauche pour tout i = 1, . . . , r − 1.
Dans la proposition pre´ce´dente, l’e´criture x = ∆px1 . . . xr s’appelle forme normale (a` gauche)
de x; les entiers p et r sont appele´s respectivement infimum et longueur canonique de x, on les
note respectivement inf(x) et ℓ(x). On appelle supremum de x et on note sup(x) la quantite´ p+ r.
Pour tout x ∈ G, sup(x) = min{k ∈ Z, x 4 ∆k}. Notons que les e´le´ments de longueur canonique 0
sont les puissances de ∆. Enfin, pour x ∈ G avec ℓ(x) > 1 et forme normale x = ∆px1 . . . xr, on
attache a` x deux e´le´ments simples importants, a` savoir le facteur initial de x note´ ι(x) de´fini par
ι(x) = τ−p(x1) et le facteur final de x note´ ϕ(x) et de´fini par ϕ(x) = xr.
De manie`re syme´trique on peut de´finir aussi les notion de ponde´ration a` droite et de forme nor-
male a` droite. Cela conduit a` des notions de supremum, infimum et longueur canonique associe´s
aux formes normales a` droite : ces quantite´s co¨ıncident avec les supremum, infimum et longueur
canonique associe´s aux formes normales a` gauche. Dans le reste du manuscrit, nous conside´rons
seulement la forme normale a` gauche, par conse´quent nous l’appellerons de´sormais simplement
forme normale et nous dirons qu’une paire d’e´le´ments simples est ponde´re´e si elle est ponde´re´e a`
gauche.
Le langage des formes normales de´finit une structure biautomatique sur G ( [20], proposition 3.12).
En particulier, les formes normales re´solvent le proble`me du mot en temps quadratique (voir par
exemple [25], the´ore`me 2.3.10). Cela signifie qu’il existe un algorithme qui calcule la forme normale
de l’e´le´ment de G repre´sente´ par un mot w sur S ∪S−1 de longueur l en temps O(l2), et de la` peut
de´cider si w repre´sente l’e´le´ment neutre ou pas. De manie`re plus pre´cise, le couˆt algorithmique du
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calcul de la forme normale d’un e´le´ment x de G donne´ comme un mot sur S ∪ S−1 de longueur
au plus l est O(λl2||∆||) ( [32], the´ore`me 4.4).
L’ensemble des e´le´ments simples de G induit naturellement une longueur sur G. La longueur |x|
d’un e´le´ment x de G est de´finie comme la plus petite longueur possible pour un mot repre´sentant x
exprime´ dans l’alphabet forme´ par les diviseurs de ∆ et leurs inverses. Nous remarquons que pour
tout x ∈ G, ℓ(x) 6 |x|. Rappelons aussi que tout x ∈ G admet une unique e´criture de la forme
x = a−1b, ou` a et b sont des e´le´ments de P satisfaisant a ∧ b = 1 ( [25], chapitre 9). On appelle
cela la forme canonique mixte. Soient alors a = a1 . . . ak et b = b1 . . . bl les formes normales
respectives de a et b. Une conse´quence du lemme 3.11 de [20] (voir [17] lemme 3.1) est que le mot
a−1k . . . a
−1
1 b1 . . . bl est une ge´ode´sique dans le graphe de Cayley de G associe´ aux e´le´ments simples.
Par conse´quent, la longueur d’un e´le´ment de G de´finie ci-dessus est la longueur (en tant que mot




p+ r si p > 0,
r si p < 0 et |p| 6 r,
|p| si p < 0 et |p| > r.
Les groupes de tresses constituent les premiers et les plus ce´le`bres exemples de groupes de Garside.
Cela est de´crit en de´tail dans la section 2.2. En outre, il est important de mentionner que la classe
des groupes de Garside contient plusieurs exemples importants de groupes, parmi lesquels les
groupes abe´liens libres de type fini, les groupes d’Artin de type fini (qui sont une ge´ne´ralisation
des groupes de tresses), les groupes de noeud torique et d’autres [6], [46].
2.2. Le groupe de tresses et ses deux structures de Garside
Les groupes de tresses admettent deux structures de Garside (i.e. deux couples (4,∆)) bien
connues, que nous allons de´crire maintenant.
2.2.1. La structure classique. Nous commenc¸ons par rappeler un re´sultat important duˆ a`
Artin :
the´ore`me 2.2.1. [1] Le groupe des tresses a` n brins Bn admet la pre´sentation suivante :
Bn =
〈
σ1, . . . , σn−1 |
σiσj = σjσi si |i − j| > 2,
σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 si 1 6 i 6 n− 2
〉
.
Les ge´ne´rateurs et les relations apparaissant dans cette pre´sentation sont comme sur la figure 1.
Conside´rons le mono¨ıde B+n defini par la pre´sentation donne´e au the´ore`me 2.2.1. Les e´le´ments de
B+n s’e´crivent comme des mots ou` les lettres σi ne peuvent apparaˆıtre qu’avec un exposant positif ;
on les appelle tresses positives.
Dans le remarquable article [30], Garside a montre´, bien que les axiomes (G1) a` (G4) de la
de´finition 2.1.1 n’apparaissent pas explicitement dans son travail, que la paire (B+n ,∆) (ou`
∆ = (σ1 . . . σn−1)(σ1 . . . σn−2) . . . (σ1σ2)σ1,
est une structure de Garside pour le groupe des tresses Bn (on peut voir aussi [11]). Ge´ome´trique-
ment, la tresse ∆ correspond a` un demi-tour de tous les brins (voir figure 5 au chapitre 1, ou` est
repre´sente´ le tour complet ∆2). On appelle structure de Garside classique ou structure d’Artin-
Garside de Bn la paire (B
+
n ,∆). On remarque que cette structure contient λ = n − 1 atomes, a`
savoir les e´le´ments σ1, . . . , σn−1. De plus, comme les relations de la pre´sentation du the´ore`me 2.2.1
sont e´quilibre´es (c’est a` dire qu’il y a le meˆme nombre d’atomes de part et d’autre des e´galite´s),
pour tout x ∈ B+n , ||x|| est la longueur (en termes des atomes) de tout mot positif repre´sentant x.
Notons la valeur ||∆|| = n(n−1)2 . Enfin on peut ve´rifier, a` partir des relations de la pre´sentation du
the´ore`me 2.2.1, les e´galite´s ∆σi = σn−i∆ pour tout i = 1, . . . , n − 1 ; ainsi la conjugaison par ∆
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Figure 1. Les ge´ne´rateurs d’Artin et les relations dans les groupes de tresses.
est une involution. En fait, il est connu que le centre de Bn (n > 3) est pre´cise´ment le sous-groupe
engendre´ par ∆2 (voir par exemple [30], the´ore`me 7).
ElRifai et Morton [24] et Thurston ( [25], chapitre 9) ont donne´ une description ge´ome´trique des
e´le´ments simples de la structure d’Artin-Garside de Bn, en termes de croisements de brins. Cela
conduit a` une caracte´risation de la ponde´ration (et partant, des formes normales). Remarquons
que ∆ est l’unique tresse positive dans laquelle chaque paire de brins se croise exactement une fois.
Les e´le´ments simples sont alors les tresses positives dans lesquelles chaque paire de brins se croise
au plus une fois. Cette description fournit une bijection entre l’ensemble des e´le´ments simples et
le groupe syme´trique (il existe exactement une tresse simple induisant une permutation donne´e) :
il y a exactement n! e´le´ments simples.
Le lemme suivant joue un roˆle important dans la suite (voir section 4.4) :
lemme 2.2.2. [24] Soit s un e´le´ment simple. Soit i = 1, . . . , n− 1. Alors
– σi 4 s si et seulement si les brins nume´rote´s i et i+ 1 au de´but de s se croisent dans s.
– σi 4 ∂(s) si et seulement si les brins qui sont en position i et i + 1 a` la fin de s ne se croisent
pas dans s.
corollaire 2.2.3. [24] Soient s1 et s2 deux tresses simples. Alors la paire (s1, s2) est ponde´re´e
si et seulement si pour tout i = 1, . . . , n − 1, de`s que les brins portant les nume´ros i et i + 1 se
croisent dans s2, alors les brins en position i et i+ 1 a` la fin de s1 se croisent dans s1.
Notons que l’estimation du couˆt algorithmique du calcul de la forme normale donne´e a` la section 2.1
n’est pas optimale dans le cas de la structure classique de Bn. En effet, l’e´tude des proprie´te´s du
groupe syme´trique permet d’estimer cette complexite´ en O(ℓ2n logn) au lieu de O(ℓ2n3) comme
annonce´ (voir [25], corollaire 9.5.3).
2.2.2. La structure duale. Dans les anne´es 1990, Birman, Ko et Lee ont de´couvert une
autre structure de Garside pour le groupe Bn :
the´ore`me 2.2.4. [4] Le groupe des tresses a` n brins Bn admet la pre´sentation de groupe avec
ge´ne´rateurs
ai,j , 1 6 i < j 6 n,
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et relations
ai,jak,l = ak,lai,j si les intervalles entiers [i, j] et [k, l] sont disjoints
ou satisfont [i, j] ⊂ [k, l] ou [k, l] ⊂ [i, j], avec k 6= i et l 6= j,
et
ai,jaj,k = aj,kai,k = ai,kai,j si 1 6 i < j < k 6 n.
De plus, la paire constitue´e du mono¨ıde donne´ par la meˆme pre´sentation et de l’e´le´ment distingue´
δ = a1,2 . . . , an−1,n est une structure de Garside pour Bn.
Cette structure est appele´e structure duale ou structure de Birman-Ko-Lee (BKL). On note
BKLn := Bn lorsque l’on conside`re le groupe des tresses Bn muni de cette structure ; le mo-
no¨ıde donne´ par la pre´sentation du the´ore`me 2.2.4 est note´ BKL+n et ses e´le´ments sont appele´s
tresses duales positives (ou simplement tresses positives s’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´). Les tresses ai,j
ont e´te´ de´crites a` la section 1.2 ; ce sont les atomes de la structure duale et on a donc λ = n(n−1)2 . A
nouveau, les relations dans la pre´sentation du the´ore`me 2.2.4 sont e´quilibre´es ; et pour x ∈ BKL+n ,
la quantite´ ||x|| est la longueur (en terme des atomes) de tout mot positif repre´sentant x. On a
||δ|| = n − 1. Ainsi, on remarque que les valeurs λ et ||∆|| sont interchange´es entre les deux
structures de Garside de Bn. Remarquons aussi que les valeurs de ||∆|| et de λ de´pendent poly-
noˆmialement de n dans les deux cas. Enfin, notons l’e´galite´ δn = ∆2 ; ainsi l’automorphisme τ
associe´ a` la structure duale est d’ordre n.
Nous terminons cette section par une description des e´le´ments simples de la structure duale ainsi
qu’une condition de ponde´ration. Rappelons la description de Bn comme groupe modulaire d’un
disque perfore´ de n trous p1, . . . , pn (voir section 1.2). On envisage la repre´sentation circulaire de
la figure 4 (a) du chapitre 1, ou` Γ est un cercle concentrique a` ∂Dn a` l’inte´rieur du disque Dn sur
lequel sont place´s les trous p1, . . . , pn (voir figure 3 (b), chapitre 1).
Les relations dans la pre´sentation du the´ore`me 2.2.4 impliquent le fait suivant. Soit r un entier
avec 2 6 r 6 n. Conside´rons r entiers distincts 1 6 i1 < . . . < ir 6 n de sorte que les r
trous pi1 , . . . , pir de Dn sont dispose´s dans cet ordre le long du cercle Γ en le parcourant dans
le sens horaire depuis pi1 jusqu’a` pir . Conside´rons la suite d’atomes (ai1,i2 , . . . , air−1,ir , ai1,ir ),
modulo permutation cyclique des termes. Alors tous les mots obtenus comme la concate´nation de
r − 1 termes conse´cutifs de cette suite repre´sentent la meˆme tresse P . De plus, pour chaque paire
1 6 d < e 6 r, la lettre aid,ie est un pre´fixe (et un suffixe de P ). On peut alors repre´senter cette
tresse P par un polygone de sommets pi1 , . . . , pir ; pour cette raison nous appelons polygone une
telle tresse (si r = 2, le polygone est re´duit au segment [pi1 , pi2 ]). Remarquons que P induit une
permutation circulaire des trous pi1 , . . . , pir dans le sens antihoraire laissant les autres trous fixe´s.
Les relations dans la pre´sentation du the´ore`me 2.2.4 impliquent e´galement que deux tels polygones
disjoints, c’est a` dire dont les enveloppes convexes sont disjointes, commutent. La tresse δ est un
polygone : celui dont tous les trous sont des sommets. Cela sugge`re la caracte´risation des e´le´ments
simples de la structure duale.
De fait, tout e´le´ment simple dual s’e´crit de manie`re unique comme produit (commutatif) de poly-
gones disjoints [4]. Il est connu que le nombre d’e´le´ments simples duaux est le nombre de Catalan
Cn =
(2n)!
(n+1)!n! [4]. Notons que ce nombre est strictement infe´rieur a` celui des e´le´ments simples de
la structure classique (mais de´pend toujours exponentiellement de n).
Enfin, la repre´sentation ge´ome´trique que nous venons d’e´voquer permet aussi de caracte´riser la
ponde´ration. Pour tout i = 1, . . . , n, notons p′i le milieu du segment [pi, pi+1] dans D (avec i+1 = 1
si i = n). La figure 2 illustre le lemme suivant.
lemme 2.2.5. [4] Soit s une tresse simple duale. Soit s = P1 . . . Pm la de´composition de s en
termes de polygones. Soient i, j des entiers avec 1 6 i < j 6 n. Alors
– ai,j 4 s si et seulement si s < ai,j si et seulement si l’un des polygones P1, . . . , Pm a pour
sommets pi et pj simultane´ment.
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j ] est disjoint de l’enveloppe convexe de chaque
polygone P1, . . . , Pm.
Figure 2. Ici, n = 6. L’e´le´ment simple repre´sente´ (en gras) est un seul polygone
P . On a repre´sente´ deux atomes ai1,j1 et ai2,j2 ainsi que les segments correspon-
dants [p′i1 , p
′




j,2] en pointille´s. La tresse Pai2,j2 n’est pas simple, i.e.
ai2,j2 n’est pas un pre´fixe de ∂(P ). A contrario, ai1,j1 4 ∂(P ).
Remarquons que dans le cas de la structure duale de Bn, on peut aussi ame´liorer l’estimation du
couˆt algorithmique du calcul des formes normales donne´e dans la section 2.1 puisqu’un produit
d’e´le´ments simples et de leurs inverses avec l facteurs peut eˆtre mis en forme normale en temps
O(l2n) (voir [4], the´ore`me 4.4).
2.3. Le proble`me de conjugaison dans les groupes de Garside
Le proble`me de conjugaison dans un groupe G de type fini est l’un des trois ce´le`bres proble`mes
e´nonce´s par Max Dehn au de´but du vingtie`me sie`cle. Il s’agit de de´cider si deux e´le´ments x et y
exprime´s comme produits des ge´ne´rateurs et de leurs inverses appartiennent a` la meˆme classe de
conjugaison ou pas. Ce proble`me de de´cision (que nous noterons DC) soule`ve imme´diatement le
proble`me de recherche d’un e´le´ment conjugant (que nous noterons RC) : si les deux e´le´ments x et y
sont conjugue´s, peut-on trouver un e´le´ment conjugant, i.e. un e´le´ment z de G tel que x = z−1yz,
ou en notation plus compacte que nous adopterons de´sormais, x = yz ? Garside [30] a de´montre´
que les deux proble`mes sont re´solubles dans les groupes de tresses. Les ge´ne´ralisations ulte´rieures
qui conduisent a` la de´finition 2.1.1 retiennent entre autres proprie´te´s la re´solubilite´ des proble`mes
DC et RC pour tout groupe de Garside.
2.3.1. L’algorithme ge´ne´ral. SoitG un groupe de Garside avec structure de Garside (P,∆).
Rappelons les valeurs nume´riques λ (le nombre d’atomes) et ||∆|| introduites pre´ce´demment. Ces
deux parame`tres permettent de mesurer la complexite´ d’un algorithme dans G. Dans le cas spe´ci-
fique des groupes de tresses, pour la structure classique comme pour la structure duale, λ et ||∆||
ne de´pendent en fait que d’un seul parame`tre, a` savoir le nombre de brins n (et ce de manie`re au
plus quadratique).
Les algorithmes connus pour re´soudre le proble`me de conjugaison dans G reposent sur la de´finition,
pour tout e´le´ment x de G, d’un sous-ensemble fini non vide Ex de la classe de conjugaison de x
satisfaisant Ex = Ey si et seulement si x et y sont conjugue´s. Nous appelons un tel ensemble
un invariant de conjugaison. Depuis 1969 et le travail de Garside, plusieurs ensembles Ex avec
ces proprie´te´s ont e´te´ de´finis ; nous examinons dans un premier temps les proprie´te´s ge´ne´rales de
l’algorithme, avant de dresser l’historique des cas particuliers.
On observe que les proprie´te´s caracte´ristiques des ensembles Ex permettent de re´soudre le proble`me
DC dans G de`s lors que l’on est capable de calculer effectivement Ex, pour tout x ∈ G. Comme
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nous allons le voir, les techniques de calcul de Ex mises en oeuvre fournissent aussi une solution
au proble`me RC. L’algorithme pour calculer Ex repose sur trois proprie´te´s cruciales. La premie`re
d’entre elles est l’existence d’un proce´de´ effectif pour calculer, pour tout x ∈ G, des e´le´ments
x0 ∈ Ex et z ∈ G, tels que x0 = x
z. Les deux autres proprie´te´s sont base´es sur les ide´es de Franco
et Gonza´lez-Meneses [29]. D’abord l’ensemble des e´le´ments de G qui conjuguent un e´le´ment x
de G vers un e´le´ment de Ex doit eˆtre stable sous les ope´rations de plus grand diviseur commun et
de plus petit multiple commun : pour tous x, a, b ∈ G, si xa ∈ Ex et xb ∈ Ex, alors xa∧b ∈ Ex et
xa∨b ∈ Ex.
La dernie`re proprie´te´ cruciale exprime une notion de connexite´ pour l’invariant de conjugaison Ex.
Avant de l’e´noncer nous introduisons deux de´finitions :
de´finition 2.3.1. [29] Soit x ∈ G. Soit y ∈ Ex. On dit qu’un e´le´ment non trivial s de P est un
e´le´ment conjugant minimal pour y si ys ∈ Ex et si pour tout t ∈ P tel que t 4 s et yt ∈ Ex, on a
t = 1 ou t = s.
Graˆce a` cette de´finition, on peut associer a` tout e´le´ment de G un graphe oriente´ qui de´crit l’en-
semble Ex.
de´finition 2.3.2. A tout e´le´ment x ∈ G, on associe un graphe oriente´ GEx de´fini de la fac¸on
suivante:
– chaque sommet correspond a` un e´le´ment de Ex,
– pour tout e´le´ment y ∈ Ex et toute e´le´ment conjugant minimal s pour y, le graphe GEx contient
une areˆte oriente´e du sommet y vers le sommet ys et e´tiquete´e s.
Les conjugaisons par des e´le´ments conjugants minimaux sont repre´sente´es dans le graphe GEx par
des fle`ches ; pour cette raison on parle habituellement de fle`ches minimales plutoˆt que d’e´le´ments
conjugants minimaux pour y ∈ Ex. La proprie´te´ de connexite´ attendue est la suivante :
Proprie´te´ 2.3.3. [29] Soit x ∈ G. Pour tous y 6= y′ ∈ Ex, il existe un entier m > 1, des e´le´ments
s1, . . . , sm de P \ {1}, et des e´le´ments y = y1, . . . , ym+1 = y′ dans Ex tels que pour i = 1, . . . ,m,
si est une fle`che minimale pour yi, avec yi+1 = y
si
i .
De plus, l’ensemble Ex est invariant par τ et pour y ∈ Ex, les fle`ches minimales pour y sont des
e´le´ments simples en nombre borne´ par le nombre d’atomes λ [29]. L’algorithme pour calculer Ex
proce`de comme suit :
algorithme 2.3.4. En entre´e x ∈ G, en sortie Ex.
1°) Calculer x0 ∈ Ex, poser E := {x0} et E′ := ∅.
2°) Tant que E n’est pas vide,
(a) choisir un e´le´ment y de E,
(b) calculer Ay = {ys| s est une fle`che minimale pour y},
(c) changer E′ := E′ ∪ {y} et E := (E ∪Ay) \ E′.
3°) Re´pondre E′.
En vertu de la proprie´te´ 2.3.3, l’ensemble fini Ex est entie`rement calcule´ par ce proce´de´. De plus,
en gardant trace des e´le´ments conjugants a` chaque e´tape, on peut me´moriser, pour tout y ∈ Ex,
un e´le´ment de G qui conjugue x a` y : cela fournit une solution au proble`me RC.
L’e´valuation de la complexite´ de l’e´tape 1°) est un point cle´ dans l’estimation de la complexite´
de l’algorithme 2.3.4. Paralle`lement, il est essentiel de de´velopper des techniques efficaces afin de
calculer l’ensemble des fle`ches minimales pour y ∈ Ex. Enfin, le cardinal de Ex est bien suˆr un
e´le´ment important dont de´pend la complexite´ de l’algorithme 2.3.4. Notons qu’il de´pend lui meˆme,
ainsi que la complexite´ de l’e´tape 1°), de la longueur canonique de x. Nous pre´sentons maintenant
les diffe´rents candidats Ex propose´s dans la litte´rature, ainsi que quelques remarques concernant
la complexite´ des algorithmes qui leur sont associe´s.
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Dans le travail de Garside [30], le roˆle de Ex est joue´ par le Summit Set de x. Seule la notion d’in-
fimum est utilise´e, permettant de de´composer tout x ∈ G comme x = ∆px+ avec p ∈ Z maximal
et x+ ∈ P . Le Summit Set de x (note´ SS(x)) est l’ensemble des conjugue´s de x dont l’infimum est
maximal. C’est un ensemble fini, qui contient tous les invariants Ex de´finis ulte´rieurement. Notons
aussi que pour des e´le´ments de longueur canonique 0 (c’est a` dire de la forme ∆p, p ∈ Z) on a
SS(∆p) = {∆p}.
Le concept de Summit Set a e´te´ ame´liore´ par ElRifai et Morton graˆce aux formes normales [24].
L’ensemble Ex est cette fois un sous-ensemble du Summit Set de x, appele´ Super Summit Set
(et note´ SSS(x)), qui consiste en l’ensemble des conjugue´s de x dont la longueur canonique est
minimale, ou de manie`re e´quivalente, ayant simultane´ment leur infimummaximal et leur supremum
minimal. La longueur canonique d’un e´le´ment de SSS(x), autrement dit la longueur canonique
minimale d’un conjugue´ de x est note´e ℓs(x).
On remarque que les algorithmes propose´s par Garside d’une part et ElRifai et Morton d’autre part
ne s’appuient pas sur la notion d’e´le´ment conjugant minimal mais sur une proprie´te´ de connexite´
plus faible : pour y, y′ ∈ SS(x) (respectivement SSS(x)), il existe un entier m > 1, des e´le´ments
y = y1, . . . , ym+1 = y
′ de SS(x) (respectivement SSS(x)) et des e´le´ments simples s1, . . . , sm tels
que pour i = 1, . . . ,m, yi+1 = y
si
i . L’e´tape correspondant a` l’e´tape 2°)(b) de l’algorithme 2.3.4
ne´cessite de calculer les conjugue´s de y par tous les e´le´ments simples puis de retenir ceux qui ont la
proprie´te´ convenable. De plus, dans l’algorithme de Garside, l’e´tape 1°) n’a pas lieu. L’algorithme
commence avec x ∈ G, E = {x}, E′ = ∅ puis proce`de a` l’e´tape 2°) de l’algorithme 2.3.4 (avec
Ay = {y
s|s simple} ∩ {y ∈ G| inf(y) > inf(x)}).
Si un conjugue´ y de x avec inf(y) > inf(x) est obtenu ainsi, alors l’algorithme doit recommencer
au de´but avec E = {y} et E′ = ∅. Enfin, notons que les deux algorithmes de Garside et de
ElRifai et Morton ont e´te´ initialement conc¸us dans le cadre des groupes de tresses (de meˆme que
le The´ore`me 2.3.7 ci-dessous).
Dans le travail d’ElRifai et Morton, la technique de calcul d’un premier e´le´ment x0 du Super
Summit Set est base´e sur les ope´rations suivantes :
de´finition 2.3.5. [24] Soit x ∈ G. Soit x = ∆px1 . . . xr la forme normale de x. Supposons r > 1.
On de´finit:
– le cyclage c(x) = xι(x) = ∆px2 . . . xrτ
−p(x1),
– le de´cyclage d(x) = xϕ(x)
−1
= ∆pτp(xr)x1 . . . xr−1.
Si ℓ(x) = 0, on de´finit aussi c(x) = d(x) = x.
Notons que cyclage et de´cyclage n’augmentent pas le supremum, ni ne diminuent l’infimum. En
particulier, pour tout x ∈ G, ℓ(c(x)) 6 ℓ(x) et ℓ(d(x)) 6 ℓ(x). Ainsi, cyclage et de´cyclage pre´-
servent les Super Summit Sets. Cette observation permet a` Gebhardt [31] de conside´rer un nouvel
invariant de conjugaison : pour x ∈ G, le Ultra Summit Set de x (note´ USS(x)) est l’ensemble des
points pe´riodiques de c dans SSS(x). Notons qu’une de´finition analogue est possible, en utilisant
le de´cyclage au lieu du cyclage. C’est cette asyme´trie qui conduit Gebhardt et Gonza´lez-Meneses
a` introduire un nouveau type de conjugaison, appele´ glissement cyclique, qui unifie cyclage et
de´cyclage en un seul concept the´orique plus simple [33] :
de´finition 2.3.6. [33] Soit x ∈ G. Soit x = ∆px1 . . . xr la forme normale de x. Supposons r > 1.
On de´finit le pre´fixe pre´fe´re´ de x par la formule
p(x) = ι(x) ∧ ∂(ϕ(x)).
Le glissement cyclique est de´fini comme la conjugaison par le pre´fixe pre´fe´re´ :
s(x) = xp(x).
Si ℓ(x) = 0 on de´finit s(x) = x.
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Notons que cette nouvelle ope´ration pre´serve aussi les Super Summit Sets : pour tout x ∈ G,
ℓ(s(x)) 6 ℓ(x). Nous avons mentionne´ que le calcul d’un premier e´le´ment x0 du Super Summit Set
d’un e´le´ment x de G e´tait base´ sur les ope´rations c et d. Le re´sultat suivant obtenu par Birman,
Ko et Lee [9] dans le cadre des groupes de tresses et e´nonce´ originalement en termes de cyclage
et de´cyclage, est avantageusement simplifie´ graˆce a` la notion de glissement cyclique.
the´ore`me 2.3.7. [9,33] Soit x ∈ G. Si ℓ(x) n’est pas minimal dans la classe de conjugaison de x,
alors il existe un entier k0 ∈ N majore´ par (||∆|| − 1) tel que ℓ(sk0(x)) < ℓ(x).
Ce re´sultat fournit une proce´dure pour calculer un premier e´le´ment du Super Summit Set de x,
pour x ∈ G (e´tape 1°) de l’algorithme 2.3.4). Il suffit d’appliquer ite´rativement a` x l’ope´ration s
jusqu’a` ce que la longueur canonique reste constante durant (||∆||− 1) ite´rations. Si x est exprime´
comme un mot sur S ∪ S−1 de longueur au plus l, cela a une complexite´ O(λl2||∆||2). En effet, la
mise en forme normale de x a un couˆt O(λl2||∆||) puis chaque ite´ration de s a un couˆt O(λl||∆||),
voir ( [32], section 4). Simultane´ment, on obtient un test avec la meˆme complexite´ algorithmique
pour de´terminer si un e´le´ment donne´ de G est membre de son propre Super Summit Set ou non.
L’ope´ration s est ultimement pe´riodique ; cela permet de de´finir un nouvel invariant de conjugaison
(qui est un sous-ensemble du Super Summit Set). Bien que plus naturel, ce nouvel invariant semble
toujours paˆtir d’un de´ficit de notorie´te´ par rapport a` son anceˆtre USS.
de´finition 2.3.8. Soit x ∈ G. On appelle ensemble des circuits glissants de x l’ensemble des
conjugue´s de x qui sont des points pe´riodiques du glissement cyclique. En formule, SC(x) = {y ∈
xG|∃k ∈ N− {0}, sk(y) = y}.
La de´finition meˆme de SC donne un moyen de calculer, pour x ∈ G, un e´le´ment de SC(x) :
il suffit d’appliquer ite´rativement l’ope´ration s jusqu’a` obtenir une re´pe´tition. Malheureusement,
le nombre d’ite´rations requises pour obtenir cette re´pe´tition demeure myste´rieux. La conjecture
suivante est l’une des plus importantes questions ouvertes concernant l’algorithmique des groupes
de Garside :
Conjecture 2.3.9. ( [40], Conjecture 3.5) Il existe un polynoˆme T , de´pendant seulement de G
et de sa structure de Garside (i.e. de ||∆||) tel que pour tout x ∈ G, sT (ℓ(x))(x) ∈ SC(x).
Au chapitre 7, nous prouverons cette conjecture pour certains e´le´ments pseudo-Anosov des groupes
de tresses (voir the´ore`me 7.1.1).
Sans rentrer dans les de´tails, indiquons que depuis [29], plusieurs algorithmes pour calculer les
fle`ches minimales ont e´te´ de´veloppe´s (voir [29] algorithme 6, [32] algorithme 2). Enfin, il est
important de mentionner que, de manie`re ge´ne´rale, SC(x) est beaucoup plus petit que SSS(x),
pour x ∈ G ; voir a` ce titre les expe´riences mene´es sur ordinateur dans le cas des groupes de
tresses et de´taille´es dans [31]. Cependant, meˆme dans le cas des groupes de tresses, il n’existe
pas de borne ge´ne´rale moins qu’exponentielle (par rapport aux parame`tres n et ℓ) sur le cardinal
de SC(x), x ∈ Bn. En effet, Gonza´lez-Meneses a exhibe´ une famille de tresses dont la taille de
l’ensemble des circuits glissants pour la structure classique croˆıt exponentiellement avec le nombre
de brins et la longueur canonique ( [39], proposition 5.5). Nous reviendrons largement sur cette
question, voir notamment the´ore`me 8.1.2.
2.3.2. Ele´ments rigides. Nous allons de´tailler dans ce paragraphe le cas des e´le´ments rigides
d’un groupe de Garside G. Avant d’en donner la de´finition, il convient de rappeler quelques faits
utiles pour la suite. La premie`re observation est que les ensembles de circuits glissants sont stables
par conjugaison par ∆, par cyclage et de´cyclage. Par ailleurs pour x ∈ G et y ∈ SC(x), les fle`ches
minimales pour y admettent une agre´able description en termes de la forme normale de y :
proposition 2.3.10. ( [8], corollaire 2.7) Soit x ∈ G avec ℓs(x) > 0. Pour tout y ∈ SC(x), les
fle`ches minimales pour y sont des pre´fixes de ι(y) ou de ∂(ϕ(y)) (ou des deux a` la fois).
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Remarquons que SC(x) peut eˆtre remplace´ dans cet e´nonce´ par l’un quelconque des invariants Ex
de´fini au paragraphe 2.3.1. Enfin, pour x ∈ G, nous notons SCG(x) le graphe associe´ a` l’invariant
SC(x) (de´finition 2.3.2).
Nous de´finissons maintenant la notion de rigidite´. Les e´le´ments rigides sont en quelque sorte les
plus simples d’un point de vue alge´brique ; ce sont notamment des points fixes du glissement
cyclique :
de´finition 2.3.11. Soit x ∈ G. Soit x = ∆px1 . . . xr la forme normale de x. Supposons r > 1. On
dit que x est rigide si la paire ϕ(x)ι(x) est ponde´re´e, ou de manie`re e´quivalente si p(x) = 1.
Par convention, un e´le´ment de longueur canonique 0 n’est pas rigide. On remarque qu’il existe une
notion plus ge´ne´rale de rigidite´ ( [6],de´finition 3.3) mais nous n’en ferons pas usage.
Nous souhaitons e´tudier la structure de l’ensemble des conjugue´s rigides d’un e´le´ment x de G. Il
est possible que cet ensemble soit vide, par exemple l’e´le´ment x = σ1σ3σ2 de B4 avec la structure
classique satisfait p(x) = x et est un point fixe non rigide de s ; de plus, SC(x) = {σ1σ3σ2, σ2σ1σ3}
et σ2σ1σ3 est aussi un point fixe non rigide de s. Puisque les conjugue´s rigides de x sont ne´cessai-
rement membres de SC(x), x n’a aucun conjugue´ rigide.
Lorsque un e´le´ment x de G a un conjugue´ rigide, alors l’ensemble des conjugue´s rigides de x
est exactement l’ensemble des circuits glissants de x ( [33], the´ore`me 1). Par conse´quent, e´tudier
l’ensemble des conjugue´s rigides de x revient dans ce cas a` e´tudier l’ensemble SC(x).
Nous supposons de´sormais que x est un e´le´ment rigide deG et nous de´crivons la structure du graphe
SCG(x). Notons d’abord que les graphes SCG(x) et SCG(x−1) sont isomorphes, via y 7→ y−1 au
niveau des sommets et s 7→ s au niveau des fle`ches ( [8], corollaire 3.10).
Une notion cruciale dans notre e´tude est celle d’orbite d’un e´le´ment y ∈ SC(x) :
de´finition 2.3.12. Soit x ∈ G un e´le´ment rigide. Soit y ∈ SC(x). On appelle orbite de y l’en-
semble Oy = {τkcl(y), k, l ∈ N}.
L’orbite de y ∈ SC(x) est un sous-ensemble de SC(x). Le lemme suivant de´crit de manie`re pre´cise
l’orbite de y ∈ SC(x), x rigide. Meˆme si ses conclusions sont bien connues, nous en donnons une
preuve pour eˆtre aussi complet que possible.
lemme 2.3.13. Soit x ∈ G un e´le´ment rigide. Soit y ∈ SC(x). Notons p = inf(x) et r = ℓ(x).
(i) L’orbite Oy est stable par cyclage, de´cyclage, et τ ; en particulier, pour tout z ∈ Oy, zι(z) et
z∂(ϕ(z)) sont des e´le´ments de Oy.
(ii) Pour tous y1, y2 ∈ SC(x), Oy1 6= Oy2 si et seulement si Oy1 ∩Oy2 = ∅.
(iii) Le cardinal de l’orbite Oy est borne´ supe´rieurement par f · ℓ(y) (ou` f est l’ordre de τ).
De´monstration. (i) La stabilite´ de Oy par cyclage et conjugaison par ∆ est contenue dans
la de´finition (puisque c et τ commutent). Montrons que d(z) ∈ Oy de`s lors que z ∈ Oy. Soit
∆pz1 . . . zr la forme normale de z. Alors
d(z) = ∆pτp(zr)z1 . . . zr−1.
Cette dernie`re expression est une forme normale puisque z e´tait rigide. Par ailleurs, on observe
que (a` cause de la rigidite´), d(z) = τp(cr−1(z)), qui est un e´le´ment de Oy par de´finition. Pour la
deuxie`me partie de l’affirmation, il suffit de se rappeler que zι(z) = c(z) et que z∂(ϕ(z)) = τ(d(z)).
Remarque. Soit f l’ordre de l’automorphisme τ . On observe que pour tout m ∈ N et pour tout
z ∈ SC(x), crm(z) = τ−pm(z) ; ainsi, pour tout m ∈ N et pour tout z ∈ SC(x),
crfm(z) = z.
(ii) Il suffit de montrer que pour tout y ∈ SC(x) et pour tout z ∈ Oy, Oz = Oy . L’inclusion
Oz ⊂ Oy est vraie par la partie (i). Re´ciproquement, soient k, l ∈ N tels que z = τkcl(y). Nous
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montrons que y ∈ Oz . Soit j le plus petit entier positif tel que rfj > l. On a alors, en vertu de la
remarque ci-dessus,
crfj−l(τk(f−1)(z)) = y
donc y ∈ Oz et par (i), Oy ⊂ Oz , comme nous voulions montrer.
(iii) Conside´rons les r premiers cyclages successifs des f e´le´ments
y, τ(y), . . . , τf−1(y).
Cela fournit au plus rf e´le´ments de Oy. Nous affirmons que cela construit tous les e´le´ments de Oy.
En effet, soit z = τk(cl(y)). Soit m ∈ N tel que rm 6 l < r(m+1). Alors l− rm ∈ [0, . . . , r− 1] et
z = τk(crm(cl−rm(y))) = τk−pm(cl−rm(y))
(la deuxie`me e´galite´ en vertu de la remarque), donc z apparaˆıt comme l’un des r premiers cyclages
de l’un des y, τ(y), . . . , τf−1(y). 
La relation x ∼ y si et seulement si Ox = Oy est une relation d’e´quivalence sur SC(x) et SC(x)
est la re´union disjointe des diffe´rentes orbites Oy. Soit S˜C(x) l’ensemble quotient SC(x)/ ∼. On
commence par de´crire un “graphe-quotient”correspondant a` S˜C(x) de la meˆme fac¸on que SCG(x)
correspond a` SC(x). Pour cela, on introduit la de´finition suivante :
de´finition 2.3.14. Soit y ∈ SC(x). Soit s une fle`che minimale pour y. On dit que s est une fle`che
minimale utile si ys /∈ Oy.
Remarque 2.3.15. D’apre`s la proposition 2.3.10 et le lemme 2.3.13 (i), les fle`ches minimales utiles
pour y sont des pre´fixes stricts de ι(y) ou de ∂(ϕ(y)).
Rappelons la notion de transport sous cyclage d’une fle`che, due a` Gebhardt [31] : si y, s ∈ G, on
de´finit le transport de s sous cyclage en y par la formule s
(1)
y = ι(y)−1sι(ys). Il est connu ( [31],
corollaire 2.7) que le transport induit une bijection entre l’ensemble des fle`ches minimales pour
y ∈ SC(x) et l’ensemble des fle`ches minimales pour c(y). De plus, la conjugaison par ∆ induit
e´galement une bijection entre les fle`ches minimales pour y et les fle`ches minimales pour τ(y). En
particulier, si s est une fle`che minimale utile entre y et ys, alors s
(1)
y est une fle`che minimale utile
entre c(y) et c(ys) et τ(s) est une fle`che minimale utile entre τ(y) et τ(ys). On peut alors de´finir
sans ambiguite´ le graphe-quotient souhaite´ :
de´finition 2.3.16. A tout e´le´ment rigide x ∈ G, on associe un graphe connexe oriente´ S˜CG(x)
de´fini de la fac¸on suivante :
– Chaque sommet correspond a` un e´le´ment de S˜C(x),
– Pour tout e´le´ment Oy ∈ S˜C(x), on choisit un repre´sentant y′ de Oy. A chaque fle`che minimale
utile s pour y′, de y′ ∈ Oy vers z′ ∈ Oz, on associe une areˆte oriente´e de Oy vers Oz.
L’e´tude des fle`ches minimales utiles s’ave`re tre`s fructueuse ; a` titre d’exemple nous donnons un
algorithme cubique pour re´soudre DC et RC dans le groupe des tresses a` 3 brins, muni de sa
structure de Garside classique. Cet exemple sert aussi d’introduction au chapitre 8 ou` nous verrons
une application des meˆmes techniques au cas des tresses a` 4 brins (voir the´ore`me 8.1.2).
Rappelons que la structure classique de B3 contient seulement 4 e´le´ments simples distincts de 1
et ∆, a` savoir σ1, σ2, σ1σ2 and σ2σ1.
proposition 2.3.17. Soit x une tresse a` 3 brins, p = inf(x) et r = ℓ(x). Soient x1, . . . , xr ∈ B
+
3
des e´le´ments simples non triviaux. Si x = ∆px1 · · ·xr, alors cette e´criture est la forme normale
de x.
De´monstration. Si ce ne l’e´tait pas, il existerait un indice i = 1, . . . , r − 1 tel que la paire
(xi, xi+1) n’est pas ponde´re´e ; un glissement local cre´erait alors un facteur ∆, contredisant inf(x) =
p ou diminuerait le nombre de facteurs, contredisant sup(x) = r ou encore les deux simultane´ment.

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Rappelons que si x ∈ G, ℓs(x) de´signe la longueur canonique des e´le´ments du Super Summit Set
de x.
proposition 2.3.18. Soit x une tresse a` 3 brins avec ℓs(x) > 1. Alors x admet un conjugue´ rigide.
De plus, SSS(x) est l’ensemble des conjugue´s rigides de x.
De´monstration. Soit y ∈ SSS(x), soit y = ∆py1 . . . yr sa forme normale. Alors c(y) =
∆py2 . . . yrτ
−p(y1) ∈ SSS(x) satisfait inf(c(y)) = p et ℓ(c(y)) = r. Par la proposition 2.3.17, la
dernie`re expression pour c(y) est sa forme normale et par conse´quent la paire (xr, τ
−p(x1)) est
ponde´re´e ; en d’autres termes y est rigide. 
proposition 2.3.19. Soit x une tresse a` 3 brins avec ℓs(x) > 0. Alors le cardinal de SSS(x) est
supe´rieurement borne´ par 2 · ℓs(x).
De´monstration. Les e´le´ments de longueur canonique 0 ont un Super Summit Set re´duit a`
un e´le´ment (une puissance de ∆). De plus, toute tresse de longueur canonique 1 est un e´le´ment de
son Super Summit Set (puisqu’elle n’est pas conjugue´e a` une puissance de ∆ et donc sa longueur
canonique est de´ja minimale). Puisque l’infimum est constant a` l’inte´rieur du super Summit set et







pour tout k ∈ Z. Cela prouve l’assertion lorsque ℓs(x) = 1.
Supposons maintenant ℓs(x) > 1. En vertu de la proposition 2.3.18, les ensembles SSS(x) et SC(x)
sont les meˆmes. En vertu du lemme 2.3.13 (iii), il suffit de montrer que le graphe S˜CG(x) a un seul
sommet (rappelons que pour la structure classique, τ est une involution). Cela revient a` montrer
que y ∈ SC(x) ne peut pas avoir de fle`che minimale utile. Mais la conjugaison de y ∈ SC(x) par
un pre´fixe strict de ι(y) ou de ∂(ϕ(y)) augmenterait la longueur canonique, ce qui prouve notre
affirmation. 
Cela fournit un algorithme pour re´soudre DC et RC en temps polynoˆmial par rapport a` la longueur
des entre´es dans le groupe B3.
corollaire 2.3.20. Les proble`mes DC et RC sont re´solubles en temps O(l3) dans B3.
De´monstration. Supposons que x, y ∈ B3 sont donne´s comme des mots de longueur l,
disons sur les ge´ne´rateurs d’Artin. Prenons Ex = SSS(x) ; alors l’e´tape 1°) de l’algorithme 2.3.4
est faisable en temps O(l2) en vertu du the´ore`me 2.3.7 et l’e´tape 2°) en temps O(l3), pour la
structure classique comme pour la structure duale, en vertu de ( [29], propositions 6.2 et 6.4). 
CHAPITRE 3
Le proble`me de re´ductibilite´ : travaux ante´rieurs
Nous revenons maintenant au proble`me de de´cision du type de Nielsen-Thurston d’une tresse.
Nous en cherchons une solution algorithmique de complexite´ polynoˆmiale (en fonction du nombre
de brins n et de la longueur l). L’objet de ce chapitre est de mettre en lumie`re le lien entre
ce proble`me et les techniques alge´briques de´veloppe´es au chapitre 2. Le principal re´sultat est
duˆ a` Benardete, Gutierrez et Nitecki (voir the´ore`me 3.3.1). Avant de l’e´noncer et d’en e´tudier
quelques conse´quences (section 3.3), nous expliquons pourquoi il est aise´ de reconnaˆıtre une tresse
pe´riodique, ramenant notre proble`me a` la dichotomie pseudo-Anosov/re´ductible (section 3.1). La
section 3.2 re´capitule les notions de courbe ronde et de standardisateur. Enfin, on trouvera dans
la section 3.4 un re´sume´ de l’article [40], dont l’algorithme sera adapte´ au chapitre 7.
3.1. Re´ductible ou pseudo-Anosov





est d’ordre fini. Nous en donnons maintenant une nouvelle caracte´risation.
Soit donc x une tresse pe´riodique. Notons xˆ la projection de x dans le groupe Mod(Dn) et m
l’ordre de xˆ. On peut voir xˆ comme un e´le´ment (d’ordre m) du sous-groupe Mod(Sn+1, pn+1) de
Mod(Sn+1) forme´ par les e´le´ments qui fixent le (n+ 1)-ie`me trou. Il existe alors un repre´sentant
xˆ0 ∈ Homeo+(Sn+1, pn+1) de xˆ tel que xˆ0 est d’ordre m (the´ore`me de re´alisation de Nielsen [26],
the´ore`me 7.1). Maintenant, un the´ore`me classique de Eilenberg [23] et Kere´kja´rto´ [18] affirme
que xˆ0 est conjugue´ dans Homeo
+(Sn+1, pn+1) a` une rotation r de la sphe`re Sn+1. Selon le nombre
de trous (outre pn+1) qui se trouvent sur l’axe de cette rotation, on voit que la tresse x doit eˆtre
conjugue´e soit a` une puissance de δ = σ1 . . . σn−1 (s’il n’y a pas d’autre trou que pn+1 sur l’axe
de r), soit a` une puissance de ε = δσ1 (si l’axe de rotation contient pn+1 et un autre trou). Les
deux tresses δ et ε sont repre´sente´es par la figure 1(a) et (b) respectivement.
Figure 1. (a) La tresse δ, (b) la tresse ε.
On remarque que δ est l’e´le´ment de Garside de la structure duale de Bn. Mentionnons aussi que
le choix de ε (c’est a` dire de laisser le deuxie`me brin fixe´) suit la convention de [7], Remarque 3.
Les deux tresses δ et ε satisfont δn = εn−1 = ∆2. Il est de`s lors facile de de´cider si une tresse est
pe´riodique : x ∈ Bn est pe´riodique si et seulement si xn ou xn−1 est une puissance de ∆2 ( [7],
corollaire 5). Il re´sulte alors des estimations de la complexite´ du calcul des formes normales donne´es
au chapitre 2 (pour la structure classique) un algorithme de complexite´ O(l2n3 logn) pour de´cider
si un produit des e´le´ments simples et de leurs inverses avec au plus l facteurs repre´sente une tresse
pe´riodique ou non (voir [7], algorithme A). Ainsi, les tresses pe´riodiques peuvent eˆtre e´carte´es et
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notre proble`me revient a` de´cider si une tresse non pe´riodique est re´ductible ou pseudo-Anosov, i.e.
re´ductible ou pas. C’est pourquoi nous parlons de proble`me de re´ductibilite´.
Notons que si x est une tresse non pe´riodique, alors l’existence d’un syste`me de re´duction de x,
fuˆt-il non essentiel, implique la re´ductibilite´ de x. Dans ce qui suit, les courbes conside´re´es sont
ferme´es, simples et non de´ge´ne´re´es et pour alle´ger la re´daction, nous sous-entendons ces trois
qualificatifs. Un syste`me de (classes d’isotopie de) courbes est une famille de classes d’isotopie de
courbes dont les e´le´ments sont disjoints. De plus, dans tout le chapitre on suppose que les trous
de Dn sont aligne´s sur le diame`tre horizontal du disque, comme sur la figure 3(a) du chapitre 1.
Sauf mention du contraire, chaque re´fe´rence a` une notion de´finie au chapitre 2 s’inscrit dans le
cadre de la structure classique de Bn.
3.2. Courbes rondes et standardisation
Afin de de´cider algorithmiquement de la re´ductibilite´ d’une tresse x, on cherche a` de´tecter des
courbes de re´duction de x. Dans cette optique, la notion de courbe ronde joue un roˆle fondamental.
de´finition 3.2.1. On dit qu’une courbe est ronde si elle est isotope a` un cercle ge´ome´trique
dans Dn (autrement dit si elle est isotope a` une courbe qui intersecte le diame`tre horizontal de Dn
exactement deux fois). On dit qu’une classe d’isotopie de courbes dans Dn est ronde si un de ses
repre´sentants (ou de manie`re e´quivalente si tout repre´sentant) est rond.
Cette notion de rondeur nous permet, a` l’aide de la the´orie de Garside, de de´finir la complexite´
d’une (classe d’isotopie de) courbe(s) :
de´finition 3.2.2. Soit [C] une classe d’isotopie de courbes dans Dn. On appelle complexite´ de [C]
la longueur canonique minimale d’une tresse positive dont l’action transforme [C] en une classe
d’isotopie de courbes rondes. La complexite´ d’une courbe est alors de´finie comme la complexite´ de
sa classe d’isotopie.
Remarquons que si une tresse positive transforme [C] en une classe ronde [C0], alors il existe
une tresse positive de meˆme longueur qui transforme [C0] en [C]. La complexite´ d’une courbe
mesure le degre´“d’encheveˆtrement”de cette courbe. Intuitivement, plus la complexite´ d’une courbe
est e´leve´e, plus il est difficile d’e´tudier l’action d’une tresse sur sa classe d’isotopie, et donc de
reconnaˆıtre si cette dernie`re est une courbe de re´duction pour une tresse donne´e.
Par de´finition, les courbes de complexite´ 0 sont les courbes rondes. Nous appelons presque-rondes
les (classes d’isotopie de) courbes de complexite´ 1. La figure 2 repre´sente 4 courbes de D4. La
premie`re est ronde, la seconde est presque-ronde et sa classe d’isotopie est transforme´e en une classe
d’isotopie ronde sous l’action de la tresse simple σ2σ1σ3. La troisie`me (respectivement quatrie`me)
courbe est de complexite´ 2 (respectivement 4). Sa classe d’isotopie re´sulte de l’action de la tresse σ22
(respectivement σ42) (de longueur canonique 2 (respectivement 4)) sur la classe d’isotopie de la
premie`re.
Figure 2
Remarquons que les classes d’isotopie de courbes rondes sont en nombre n·(n−1)2 −1. Par contraste,
le nombre de classes d’isotopie de courbes de complexite´ k (k > 1) de´pend exponentiellement de n.
Avant de revenir sur le roˆle des courbes rondes dans la solution du proble`me de re´ductibilite´, il
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est opportun de rappeler une importante de´finition, directement relie´e aux notions de rondeur et
de complexite´ des courbes.
the´ore`me 3.2.3. ( [42], the´ore`me 4.2) Soit F une famille non vide de classes d’isotopies de
courbes disjointes dans Dn. Alors l’ensemble des tresses positives dont l’action tranforme F en
une famille de classes d’isotopie de courbes rondes est un sous-treillis non vide de B+n (i.e. stable
par les ope´rations de plus grand diviseur commun et plus petit multiple commun). En particulier,
il existe une unique tresse positive minimale par rapport a` 4 qui transforme F en une famille de
classes d’isotopie de courbes rondes.
On appelle standardisateur de F la tresse minimale dans l’e´nonce´ du The´ore`me 3.2.3. On note
cette tresse ζ(F). Lorsque F consiste en une seule classe d’isotopie de courbes [C], on note ζ([C])
pour ζ({[C]}), le standardisateur de [C]. Par de´finition, la complexite´ d’une courbe C est donc
la longueur canonique du standardisateur ζ([C]). Les standardisateurs jouissent de tre`s bonnes
proprie´te´s, lie´es a` la structure de Garside de Bn. En particulier, le re´sultat suivant montre que
la conjugaison d’une tresse x par le standardisateur d’un syste`me de re´duction de x ne peut pas
augmenter la “complexite´ alge´brique de x” :
the´ore`me 3.2.4. ( [42], the´ore`me 4.9) Soit x ∈ Bn et F un syste`me de re´duction non vide de x.
Alors :
– inf(x) 6 inf(xζ(F)) et sup(x) > sup(xζ(F)),
– Si x ∈ SSS(x), USS(x) ou SC(x), alors xζ(F) e´galement.
La notion de standardisateur interviendra dans la preuve de la proposition 3.3.2. Enfin, nous
rappelons [42] une importante proprie´te´ des tresses qui pre´servent une famille non vide de classes
d’isotopie de courbes rondes disjointes. Si F est une telle famille, quitte a` conside´rer seulement les
composantes les plus exte´rieures de F , on peut supposer qu’aucun membre de F n’en entoure un
autre. On peut alors de´composer une tresse x pre´servant F en une tresse inte´rieure et une tresse
exte´rieure. Intuitivement, chaque e´le´ment [C] de F entourant p trous donne lieu a` une tresse a` p
brins x[C] en oubliant tous les brins de x dont le point de de´part n’est pas entoure´ par [C] (et le
point d’arrive´e n’est pas entoure´ par [C]x). La tresse inte´rieure est alors la collection des tresses
x[C], pour [C] ∈ F . La tresse exte´rieure est la tresse obtenue a` partir de x en conside´rant comme un
seul “gros”brin chaque ensemble de brins de x entoure´ par un e´le´ment de F . Plus ge´ne´ralement, les
tresses inte´rieure et exte´rieure associe´es a` une tresse re´ductible arbitraire sont de´finies dans [42] a`
l’aide des notions de standardisateur et de syste`me de re´duction canonique.
3.3. Le the´ore`me de Benardete, Gutierrez et Nitecki
Le the´ore`me suivant est le principal re´sultat reliant les proprie´te´s ge´ome´triques d’une tresse a` sa
forme normale de Garside.
the´ore`me 3.3.1 ( [2], the´ore`me 5.7). Soit C une courbe ronde dans Dn. Soit x une tresse dont
la forme normale est ∆px1 · · ·xr. Si [C]x est ronde, alors [C]∆
px1···xm est ronde, pour tout m =
1, . . . , r.
Nous examinons maintenant plusieurs conse´quences du the´ore`me 3.3.1 et en particulier un algo-
rithme pour de´cider le type de Nielsen-Thurston d’une tresse donne´e. D’abord, notons que l’e´nonce´
du the´ore`me 3.3.1 concerne des courbes de complexite´ 0 ; la notion de standardisateur permet d’en
de´duire un analogue en complexite´ quelconque, pour des courbes de re´duction invariantes. La
proposition suivante jouera un roˆle essentiel au chapitre 6.
proposition 3.3.2. Soit C une courbe de complexite´ s dans Dn. Soit x une tresse dont la forme
normale est ∆px1 · · ·xr et telle que [C]x = [C]. Alors la complexite´ de [C]∆
px1···xm est au plus s,
pour tout m = 1, . . . , r.
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De´monstration. Le cas s = 0 est une conse´quence directe du the´ore`me 3.3.1. Supposons
s ≥ 1. Soit ζ := ζ([C]) le standardisateur de [C]. En vertu du the´ore`me 3.2.4 on a inf(xζ) > inf(x) et
sup(xζ) 6 sup(x). Moyennant quelques changements mineurs, la proposition 2.1 et le corollaire 2.2
de [31] assurent l’existence de tresses positives ζ0 = τ
p(ζ), ζ1, . . . , ζr telles que la forme normale
de xζ est
∆p(ζ−10 x1ζ1) . . . (ζ
−1
r−1xrζr)
(avec e´ventuellement certains indices 0 6 i′ < i′′ 6 r − 1 tels que ζ−1i xi+1ζi+1 = ∆ pour i 6 i
′ et
ζ−1i xi+1ζi+1 = 1 pour i > i
′′) et
inf(ζi) > inf(ζ), sup(ζi) 6 sup(ζ) pour i = 0, . . . , r.





sont rondes, pour tout i = 1, . . . , r. Mais cela peut eˆtre re´e´crit comme
([C](∆
px1...xi))ζi .
La complexite´ de [C]∆
px1...xi est donc au plus ℓ(ζi) 6 ℓ(ζ) = s. Cela de´montre la Proposition 3.3.2.

Une autre conse´quence du the´ore`me 3.3.1 est l’invariance sous cyclage, de´cyclage et glissement
cyclique, de la proprie´te´ de pre´server un syste`me de classes d’isotopie de courbes rondes :
proposition 3.3.3 ( [39], proposition 4.2). Soit x ∈ Bn. Soit F un syste`me de re´duction non
vide de x forme´ de classes d’isotopie de courbes rondes. Alors Fp(x) est un syste`me de re´duction
de s(x) forme´ de classes d’isotopie de courbes rondes.
Soit x une tresse re´ductible. On peut trouver un conjugue´ y de x tel que y pre´serve un syste`me de
courbes de re´duction rondes. La proposition 3.3.3 et le the´ore`me 2.3.7 impliquent alors :
corollaire 3.3.4 ( [2], the´ore`me 5.8, [39], corollaire 4.3). Soit x une tresse re´ductible. Alors il
existe y ∈ SSS(x) (respectivement SC(x)) tel que y pre´serve un syste`me de courbes de re´duction
rondes.
Le the´ore`me 3.3.1 fournit un algorithme pour de´cider de la re´ductibilite´ d’une tresse. D’une part, il
conduit a` un test rapide (polynoˆmial en n et ℓ) pour de´tecter l’existence d’un syste`me de courbes
de re´duction rondes, comme explique´ dans la section 6 de [2]. D’autre part, le corollaire 3.3.4
nous dit qu’il suffit d’appliquer ce test a` tout e´le´ment du Super Summit Set (respectivement de
l’ensemble des circuits glissants) : la tresse initiale est pseudo-Anosov si et seulement si le test est
ne´gatif pour tout e´le´ment de son Super Summit Set (respectivement ensemble de circuits glissants).
Comme le montre la proposition 5.5 de [39], cette partie de l’algorithme n’a pas une complexite´
polynoˆmiale en ge´ne´ral, ni en n ni en la longueur (remarquons que l’exemple donne´ dans [39] est
une tresse re´ductible). Observons le cas exceptionnel des tresses a` 3 brins, situation dans laquelle
la proposition 2.3.19 implique une complexite´ polynoˆmiale pour l’algorithme que nous venons de
de´crire :
proposition 3.3.5. Le proble`me de re´ductibilite´ est re´soluble en temps O(l3) dans le groupe B3.
De´monstration. Le calcul du Super Summit Set d’un e´le´ment x de B3 est faisable en temps
O(l3), et pour chacun des e´le´ments de SSS(x) (qui sont en nombre O(l), proposition 2.3.19) le
test pre´ce´dent couˆte O(l). 
Afin d’e´viter le calcul d’un “gros” sous-ensemble de la classe de conjugaison d’une tresse donne´e,
plusieurs auteurs ont cherche´ a` modifier l’e´nonce´ du corollaire 3.3.4 en exhibant un invariant de
conjugaison Ex (au sens de la section 2.3) tel que x est re´ductible si et seulement si on peut de´tecter
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facilement des courbes de re´duction pour tout e´le´ment de Ex (par exemple, si tout e´le´ment de Ex
pre´serve un syste`me de classes d’isotopie de courbes rondes).
A l’exception des tresses a` 4 brins (voir proposition 6.2.1), notons de´ja que le Super Summit Set ne
peut jouer ce roˆle, comme le montre l’exemple suivant ; c’est une tresse re´ductible dont les seules
courbes de re´duction sont de complexite´ 2 :
Exemple 3.3.6. Conside´rons la tresse
z = σ1σ2σ1σ3σ2σ1.σ1σ3.σ1σ3σ2σ4.σ2σ1σ4σ3σ2σ1.σ1σ2σ1.σ1σ2σ1σ3σ2.σ3 ∈ B5.
Alors z est en forme normale comme e´crite, z ∈ SSS(z), et z n’a aucune courbe de re´duction ronde
(ni presque-ronde). En revanche, z pre´serve la classe d’isotopie de la courbe de complexite´ 2 de la
figure 3. Remarquons que c’est une courbe de re´duction essentielle puisque la tresse inte´rieure est








Figure 3. La tresse de l’Exemple 3.3.6, les traits pointille´s indiquent les se´para-
tions entre les facteurs de Garside.
En s’appuyant su les notions de tresses inte´rieure et exte´rieure associe´es a` une tresse re´ductible,
Lee et Lee ont montre´ (the´ore`me 7.4 de [42]), modulo une hypothe`se technique sur la longueur
canonique de la tresse exte´rieure, que si x est une tresse re´ductible, alors tout e´le´ment de USS(x)
admet un syste`me de courbes de re´duction rondes.
3.4. L’algorithme de Gonza´lez-Meneses et Wiest
Nous pre´sentons maintenant les re´sulats obtenus par Gonza´lez-Meneses et Wiest dans [40]. Leur
de´marche s’inscrit dans la continuite´ du re´sultat de Lee et Lee que nous venons de mentionner.
Cette fois, l’invariant de conjugaison conside´re´ est une le´ge`re restriction de l’ensemble des circuits
glissants :
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de´finition 3.4.1. ( [40], de´finition 3.3) Soit x ∈ Bn, soit m un entier strictement positif. On
appelle ensemble des circuits glissants m-stables de x l’ensemble
SC [m](x) = {y ∈ xBn | ∀i = 1, . . . ,m, yi ∈ SC(xi)}.
Pour tout entier naturel non nul m l’ensemble SC [m](x) est un invariant de conjugaison fini et non
vide ( [40], proposition 4.4). On observe que cette de´finition s’e´tend naturellement au contexte
d’un groupe de Garside quelconque. Le re´sultat principal de [40] est le suivant :
the´ore`me 3.4.2. ( [40], the´ore`me 3.4) Soit x ∈ Bn une tresse re´ductible. Alors il existe un entier
m 6 ||∆||3 − ||∆||2 tel que tout e´le´ment de SC [m](x) admet une courbe de re´duction essentielle
ronde ou presque-ronde.
La preuve de ce re´sultat repose sur l’e´tude des tresses re´ductibles rigides :
the´ore`me 3.4.3. ( [40], the´ore`me 5.16) Soit x ∈ Bn une tresse re´ductible rigide. Alors il existe
un entier k 6 n tel que l’une des conditions suivantes est satisfaite :
(i) xk pre´serve une courbe de re´duction essentielle ronde,
(ii) inf(xk) et sup(xk) sont pairs et soit ∆− inf(x
k)xk, soit x−k∆sup(x
k) est une tresse positive
pre´servant une courbe de re´duction essentielle presque-ronde dont les brins inte´rieurs ne se
croisent pas.
Soit N = ||∆||3−||∆||2. Sommairement, la preuve du the´ore`me 3.4.2 de´coule maintenant de l’exis-
tence, pour tout e´le´ment y de l’ensemble des circuits glissants N -stables d’une tresse re´ductible x,
d’une puissance ym rigide, pour m 6 N ( [40] lemme 5.15). Ainsi, tout e´le´ment z ∈ SC [m](x) a sa
m-ie`me puissance rigide et le the´ore`me 3.4.2 en de´coule, en observant que les courbes de re´duction
(essentielles) de zm sont aussi des courbes de re´duction (essentielles) de z.
En sus des courbes rondes, il nous faut donc conside´rer aussi des courbes de re´duction presque-
rondes lesquelles sont en nombre exponentiel par rapport a` n. Pour de´tecter une courbe de re´duc-
tion presque-ronde en temps polynoˆmial, il nous faut donc e´viter un test texhaustif. C’est l’objet
du re´sultat suivant :
the´ore`me 3.4.4. ( [40], the´ore`me 2.9) Il existe un algorithme qui de´cide si une tresse positive x
donne´e en forme normale et de longueur canonique au plus ℓ pre´serve une courbe de re´duction
presque-ronde dont les brins inte´rieurs ne se croisent pas. La complexite´ de cet algorithme est
O(ℓ · n4).
Pour obtenir une solution polynoˆmiale au proble`me de re´ductibilite´ a` partir du the´ore`me 3.4.2, on
doit enfin eˆtre capable de trouver, pour x ∈ Bn, un e´le´ment z ∈ SC(x) et ce via un proce´de´ de
complexite´ polynoˆmiale en n et ℓ. Un tel proce´de´ n’est pas connu a` ce jour, voir Conjecture 2.3.9.
Comme nous l’avons de´ja mentionne´, nous donnerons dans ce texte une preuve partielle de la
Conjecture 2.3.9, qui nous permet d’adapter l’algorithme de [40], voir chapitre 7.
Nous concluons ce chapitre par une introduction conjointe aux chapitres 4 et 5. Nous y de´crivons
l’ensemble des re´sultats de [13]. La ne´cessite´ d’utiliser non seulement des courbes rondes, mais
aussi presque-rondes, remet en cause le choix de la structure de Garside classique pour la mise en
oeuvre des techniques pre´sente´es dans le pre´sent chapitre. Afin d’utiliser la structure de Garside
duale au lieu de la structure classique, il est indispensable d’e´tablir l’analogue du the´ore`me fon-
damental (the´ore`me 3.3.1). Cela est mene´ a` bien au chapitre 5 (the´ore`me 5.1.3). Nous observons
que les preuves du the´ore`me 3.3.1 donne´es par Benardete-Gutierrez-Nitecki puis par Lee et Lee
ne s’adaptent pas naturellement au cadre dual. Pour cette raison, nous de´veloppons de nouvelles
techniques qui conduisent paralle`lement a` une nouvelle preuve du the´ore`me 3.3.1, voir chapitre 4.
On remarque enfin que les me´thodes alge´briques de´veloppe´es dans [36] et base´es sur la the´orie des
cate´gories de Garside permettent une ge´ne´ralisation du the´ore`me 3.3.1 a` tous les groupes d’Ar-
tin de type fini, munis de leur structure de Garside classique [36]. Il semble en outre [34] que
les meˆmes techniques pourraient s’e´tendre au cas de la structure de Garside duale, pour tous les
groupes d’Artin de type fini ; toutefois cela n’apparaˆıt pas dans la litte´rature.
CHAPITRE 4
Le proble`me de re´ductibilite´ : courbes rondes et la
structure classique
Ce chapitre est de´die´ a` la preuve du the´ore`me 3.3.1. Afin d’introduire la de´monstration, nous en
donnons d’abord une e´bauche simplifie´e, sans de´tails techniques (section 4.1). Le mot “courbe”
seul de´signera toujours une courbe ferme´e simple non de´ge´ne´re´e dans Dn et tous les concepts de
the´orie de Garside convoque´s dans ce chapitre s’inscrivent dans le cadre de la structure classique
de Bn. L’argument repose sur une description rigoureuse des courbes dans Dn a` l’aide de mots
dont les lettres sont des nume´ros (intersections des courbes avec le diame`tre horizontal de Dn) et
des arcs semi-circulaires ayant pour diame`tre un segment inclus dans le diame`tre horizontal de D.
A chaque classe d’isotopie de courbes [C], nous associons un unique mot re´duit W ([C]). Cela est
de´taille´ dans la section 4.2. Le mot W ([C]) permet de de´crire l’action de tresses positives sur la
classe d’isotopie [C]. Cela donne lieu a` un ensemble de formules, explique´es dans la section 4.3.
Enfin, les outils e´labore´s dans les sections 4.2 et 4.3 nous permettent de prouver le the´ore`me 3.3.1
au cours de la section 4.4.
4.1. Esquisse de la preuve
Supposons que C est une courbe ronde et x une tresse telle que [C]x est ronde. Soit ∆px1 . . . xr
la forme normale de x. Nous voulons montrer la rondeur de [C]∆
px1...xm , pour tout m = 1, . . . , r.
Pour ce faire, il est suffisant (par induction sur la longueur canonique) de prouver la rondeur de
[C]∆
px1 . Nous donnons une preuve par contradiction en de´montrant que si [C]∆
px1 n’est pas ronde,
alors [C]∆
px1···xm n’est ronde pour aucun m = 1, . . . , r. Cela implique que [C]∆
px1···xr = [C]x n’est
pas ronde, contredisant les hypothe`ses du the´ore`me 3.3.1.
On identifie Dn avec le disque euclidien dans C dont le diame`tre horizontal est le segment [0, n+1]
et les points pi = i (i = 1, . . . , n) oˆte´s. Pour 1 6 i 6 n, on note simplement i au lieu de pi le
i-ie`me trou de Dn. Nous verrons que si [C]∆
px1 n’est pas ronde, alors une partie (d’un repre´sentant
convenable) de [C]∆
px1 intersecte la droite re´elle comme le montre la figure 1, pour certains entiers
0 6 i < j < k 6 n. De plus, la tresse x1σj est simple, autrement dit les brins dans x1 nume´rote´s
j et j + 1 a` la fin de x1 ne se sont pas croise´s dans x1 (lemme 2.2.2).
Figure 1. Les brins qui arrivent en position j et j+1 (repre´sente´s par des croix)
ne se sont pas croise´s dans x1.
Nous prouvons alors par re´currence que si x1 . . . xr est en forme normale, les proprie´te´s que nous
venons d’e´voquer doivent eˆtre vraies pour [C]∆
px1···xm , pour toutm = 1, . . . , r. En d’autres termes,
une partie (d’un repre´sentant convenable) de [C]∆
px1···xm intersecte la droite re´elle comme le montre
la figure 1, pour certains entiers 0 6 im < jm < km 6 n ; de plus, xmσjm est simple. En particulier,
cela implique que [C]∆
px1···xr n’est pas ronde et de´montre le the´ore`me 3.3.1. Les mots de´crits dans
la section 4.2 vont nous permettre de rendre rigoureuse l’ide´e exprime´e par la figure 1 et ainsi, de
mener a` bien les de´tails de la preuve que nous venons d’e´voquer.
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4.2. Des mots pour de´crire les courbes
Soit C une courbe dans Dn. On peut supposer que C intersecte la droite re´elle un nombre fini
de fois, et que tous les croisements sont transverses. Nous allons maintenant associer a` C un mot
W (C) en nous inspirant de la strate´gie de´veloppe´e dans l’appendice A de [28]. Soit ∗ un point de C
appartenant a` la droite re´elle (un tel point existe si C est non de´ge´ne´re´e). Choisissons aussi une
orientation pour C. En parcourant C selon l’orientation choisie, avec point de de´part et d’arrive´e ∗,
nous construisons un mot sur l’alphabet X = {`,a, 0, . . . , n} de la manie`re suivante : chaque arc
qui traverse le demi-plan supe´rieur donne une lettre a, chaque arc dans le demi-plan infe´rieur
une lettre `, et chaque intersection avec le segment ]i, i+ 1[ contribue une lettre i. La lettre
correspondant au nume´ro associe´ a` ∗ peut eˆtre place´e indiffe´remment au de´but ou a` la fin du mot.
Nous notons W (C) le mot sur X obtenu de cette manie`re et nous l’appelons le mot associe´ a` C.
Le choix d’un autre point de base ∗ ou le changement de place de la lettre associe´e a` ∗ (au de´but
ou a` la fin) correspondent a` une permutation cyclique des lettres de W (C). De plus, en choisissant
l’orientation inverse pour C, on obtient le renversement du mot W (C), c’est a` dire le meˆme mot,
mais lu a` l’envers. Ainsi, le mot associe´ a` une courbe est de´fini modulo permutation cyclique des
lettres et modulo renversement.
Exemple 4.2.1. Soit C la courbe repre´sente´e par la figure 2.
Figure 2. La courbe C de l’Exemple 4.2.1.
Si on fixe le point ∗ dans l’intervalle ]1, 2[ et l’orientation horaire, alors le mot associe´ a` C est
W (C) = 1 a 2 ` 0 a 6 ` 3 a 5 ` 6 a 3 ` 2 a 0 ` .
On remarque que si C et C′ sont deux courbes isotopes via une isotopie de Dn qui pre´serve glo-
balement le diame`tre horizontal, alors W (C) = W (C′). On dit que le mot associe´ a` C est re´duit
s’il ne contient aucun sous-mot de la forme i ` i ou i a i. On dit qu’une courbe C est re´duite
si le mot associe´ W (C) est re´duit. On remarque que les courbes re´duites sont exactement celles
qui ne forment aucun bigone (voir [28] ou [26], paragraphe 1.2.4) avec la droite re´elle. Selon [28],
toute courbe C est isotope a` une courbe re´duite Cred. Cette courbe re´duite est unique, modulo
isotopie de Dn pre´servant globalement le diame`tre horizontal. On peut donc finalement de´finir,
pour chaque classe d’isotopie de courbes [C] dans Dn, le mot re´duit associe´ a` [C] par la formule
W ([C]) = W (Cred).
4.3. L’action des tresses positives
Au lieu des ge´ne´rateurs d’Artin habituels, il va eˆtre plus commode d’utiliser un syste`me ge´ne´rateur
de B+n plus gros, a` savoir
{Σp,k = σp−1 . . . σp−k, 1 6 k < p 6 n}.
La tresse Σp,k correspond au mouvement du p-ie`me trou a` travers le demi-plan supe´rieur jusqu’a`
la position p−k, tandis que tous les trous p−1, . . . , p−k sont de´cale´s d’une position vers la droite.
Soient C une courbe et x une tresse positive. Nous de´crivons les transformations a` effectuer sur le
motW = W ([C]) afin d’obtenir le motW ([C]x). A cette fin, nous e´tudions d’abord le cas x = Σp,k.
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Puisque les ge´ne´rateurs que nous conside´rons consistent principalement en des mouvements de
trous a` travers le demi-plan supe´rieur, nous supposons que l’action des tresses Σp,k transforme
principalement les arcs supe´rieurs a qui apparaissent dans W (a` partir desquels de nouveaux
arcs infe´rieurs peuvent eˆtre cre´e´s) tandis que les arcs infe´rieurs sont transforme´s seulement par
translation de leurs extreˆmite´s. Tout cela est commode´ment de´crit par les formules suivantes, qui
sont aussi repre´sente´es par la figure 3.
Pour i < j, on de´finit :
(i a j)Σp,k =

i a j si [p− k, p[ ∩ {i, j} = ∅ (F1)
(i + 1) a (j + 1) si [p− k, p[ ∩ {i+ 1, j} = {i+ 1, j} (F2)
(i + 1) a (p− k) ` (p− k − 1) a j si [p− k, p[ ∩ {i, j} = {i} (F3)
i a (p− k − 1) ` (p− k) a (j + 1) si [p− k, p[ ∩ {i+ 1, j} = {j} (F4)
On peut de´finir de la meˆme fac¸on (toujours avec i < j) le mot (j a i)Σp,k . Il suffit de prendre les
renversements des formules ci-dessus (en utilisant la meˆme dessin que celui de la figure 3).
Figure 3. Comment l’action des tresses Σp,k transforme-t-elle les arcs supe´-
rieurs? Les pointille´s repre´sentent la trace du mouvement du trou initialement
nume´rote´ p (jusqu’a` la position p− k). Les traits pleins repre´sentent l’arc i a j a`
gauche et son image (i a j)Σp,k a` droite.
Soit maintenant W˜ le mot obtenu en remplac¸ant chaque sous-mot de la forme i a j dans W par
le sous-mot (i a j)Σp,kcorrespondant. Cela transforme les arcs infe´rieurs (i ` j) seulement en
translatant leurs extreˆmite´s.
Remarquons que W˜ n’est pas ne´cessairement un mot re´duit, de sorte queW ([C]Σp,k) et W˜ peuvent
eˆtre diffe´rents. Le lemme suivant explique comment obtenir le mot re´duit W ([C]Σp,k) a` partir du
mot W˜ .
lemme 4.3.1. Soit [C] une classe d’isotopie de courbes et W = W ([C]). Soit 1 6 k < p 6 n. Soit W˜
comme pre´ce´demment et soit WΣp,k le mot obtenu a` partir de W˜ en enlevant toutes les occurrences
de sous-mots de la forme p ` p a. Alors WΣp,k =W ([C]Σp,k), c’est a` dire que WΣp,k est le mot
re´duit associe´ a` [C]Σp,k .
De´monstration. Observons que les formules qui de´finissent (i a j)Σp,k ne contiennent aucun
sous-mot de la forme c ` c ni c a c. La seule occurrence possible d’un tel sous-mot dans W˜ provient
donc ne´cessairement de la transformation d’un arc infe´rieur. Or un arc infe´rieur c ` d ne peut eˆtre
transforme´ qu’en un arc k ` l, avec k ∈ {c, c+ 1} et l ∈ {d, d+ 1}. Ainsi, cet arc k ` l borde un
bigone avec l’axe horizontal si et seulement si c+ 1 = d, k = c + 1 et l = d (quitte a` renverser le
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mot on peut supposer que c < d). Dans ce cas, W˜ contient le sous-mot d ` d. Selon les formules
qui de´finissent (i a j)Σp,k , cela a lieu si et seulement si d = p, c’est a` dire c ` d = (p− 1) ` p. En
particulier, nous avons montre´ qu’aucun sous-mot de la forme c a c ne peut apparaˆıtre dans W˜ .
Nous prouvons maintenant qu’en enlevant les sous-mots de la forme p ` p a, nous obtenons a`
partir de W˜ un mot re´duit ; autrement dit tout sous-mot de la forme p ` p a dans W˜ est un
sous-mot d’un sous-mot plus long de la forme a a p ` p a b, avec a 6= b.
Soit h a (p − 1) ` p a l un sous-mot de W . Comme C est une courbe simple, les entiers h, l
doivent se trouver dans l’un des 3 cas suivants (voir figure 4) :
1) h < p− 1 < p < l,
2) l 6 h < p− 1 < p,
3) p− 1 < p < l 6 h.
Nous allons voir que dans chacun des 3 cas, le sous-mot a a p ` p a b de W˜ obtenu par l’action
de Σp,k satisfait
a ∈ {p− k, . . . , p− 1}
et
b ∈ {0, . . . , p− k − 1} ∪ {p+ 1, . . . , n},
et donc a 6= b, comme nous voulions montrer.
Figure 4. Les 3 cas possibles de sous-mots de h a (p−1) ` p a l qui apparaissent
dans W , avec les diffe´rents mouvements possibles du trou p.
Dans les deux premiers cas, la transformation de l’arc (h a p) induit les e´galite´s a = h + 1 ou
a = p − k, et donc a ∈ {p− k, . . . , p − 1}. Dans le troisie`me cas, nous obtenons aussi a = p− k.
Par ailleurs, dans les premier et troisie`me cas, on a b = l (donc b > p) ; dans le second cas, b = l
si p− k > l + 1 ou b = p− k − 1 sinon (et donc b < p− k).
Cela ache`ve la preuve du lemme. 
A chaque classe d’isotopie de courbes [C] et chaque tresse Σp,k, on peut donc associer le mot
W ([C])Σp,k de´fini graˆce a` la construction ci-dessus ; ce mot ve´rifie l’identite´
W ([C])Σp,k =W ([C]Σp,k).
Pour toute tresse positive x et toute courbe C, on peut alors de´finir l’image W x de W = W ([C])
sous l’action de x. En effet, si x est exprime´e comme un produit de la forme x =
∏r
m=1Σpm,km ,
alors en vertu du lemme 4.3.1 la formule de re´currence
W x = (W
∏r−1
m=1 Σpm,km )Σpr,kr
de´finit un mot sur X qui est le mot re´duit associe´ a` [C]x. Ici et dans la suite, nous utiliserons
la notation d’un produit malgre´ la non-commutativite´ ; le produit est donc a` conside´rer dans
l’ordre croissant des indices. La de´finition donne´e pour W x ne de´pend pas de la de´composition
de x en fonction des tresses Σp,k. En d’autres termes, on a pour tout x ∈ B+n et toute courbe C,
W ([C]x) = W ([C])x.
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4.4. Preuve du the´ore`me principal
Quitte a` conside´rer le repre´sentant re´duit d’une classe d’isotopie d’une courbe donne´e, on peut
parler simplement de courbes au lieu de classes d’isotopie de courbes. Dans la suite nous notons C
le repre´sentant re´duit de la classe d’isotopie [C] et le mot re´duit associe´ a` [C] sera note´ W (C).
Pour commencer, nous rappelons que les tresses simples sont les tresses positives dans lesquelles
chaque paire de brins se croise au plus une fois (paragraphe 2.2.1). Nous rappelons aussi (voir [19],






ou` 0 6 kp < p et Σp,0 = 1. Cela nous permet de voir s comme une suite de mouvements des brins
nume´rote´s de 2 a` n (dans cet ordre), chacun d’eux se de´plac¸ant kp positions vers la gauche (le
nombre kp de´pend de s). Remarquons que le p-ie`me brin de s ne croise (dans s) aucun des brins
initialement a` gauche de la position p− kp. Graˆce a` cette de´composition nous pouvons reformuler
la de´finition de courbe presque-ronde (voir section 3.2) a` l’aide des mots de´finis a` la section 4.2.
Nous observons d’abord qu’une courbe C est ronde si et seulement si W (C) = i a j `, pour
1 6 i + 1 < j 6 n (modulo permutation cyclique des lettres et renversement) ; dans ce cas, C est
le cercle entourant les trous i+ 1, . . . , j (et on a choisi le point de base sur l’intervalle ]i, i+ 1[ et
l’orientation horaire).
lemme 4.4.1. La complexite´ d’une courbe C est infe´rieure ou e´gale a` 1 si et seulement si le mot
W (C) (modulo permutation cyclique des lettres et renversement) peut eˆtre de´compose´ en deux
parties : W (C) = w1w2, ou` tous les arcs dans w1 sont oriente´s de gauche a` droite tandis que tous
les arcs dans w2 sont oriente´s de droite a` gauche. En particulier, si C est une courbe presque-
ronde, le mot re´duit W (C) (modulo permutation cyclique des lettres et renversement) contient un
sous-mot de la forme i a j ` l, avec 0 6 i < j < l 6 n.
De´monstration. Rappelons que les courbes de complexite´ au plus 1 sont les courbes rondes
et les courbes presque-rondes (images des courbes rondes par l’action d’e´le´ments simples). Soit C0
une courbe ronde et W (C0) = i a j `, avec 1 6 i+1 < j 6 n. Observons queW (C0) = (i a j) `=
w1w2 satisfait les conditions attendues.
On peut e´tudier l’action d’un e´le´ment simple s sur ce mot, a` l’aide des re´sultats de la section 4.3.
Pour ce faire on de´compose s en 3 parties (certaines e´ventuellement triviales) graˆce a` la remarque
ci-dessus : le mouvement des brins a` gauche de C0, le mouvement des brins entoure´s par C0 et le
mouvement des brins a` droite de C0. Le premier mouvement a un effet neutre sur W (C0) (Formule
(F1)). Le mouvement des brins nume´rote´s i+1, . . . , j re´sulte (quitte a` permuter cycliquement les
lettres) en un nouveau mot de la forme (h a j)w2, ou`
h = min (i,min {l − kl − 1, l ∈ {i+ 1, . . . , j}})
et w2 est un mot dont tous les arcs sont oriente´s de droite a` gauche (Formule (F3)). Enfin, on
observe que le mouvement des brins situe´s a` droite de C0 transforme l’arc h a j en un mot
(e´ventuellement plus long) dont tous les arcs sont oriente´s de gauche a` droite (Formules (F4) et
(F2)) ; de meˆme l’image du mot w2 apre`s ce mouvement est un mot dont tous les arcs sont oriente´s
de droite a` gauche.
Re´ciproquement, soit C une courbe telle queW (C) = w1w2, ou` w1 (respectivement w2) est un mot
dont tous les arcs sont oriente´s de gauche a` droite (respectivement de droite a` gauche). La courbe C
a un unique minimum local (et un unique maximum local) dans la direction horizontale. Soit ∗
le point de C correspondant a` ce minimum local et soit i0 l’entier tel que le point ∗ appartient a`
l’intervalle ]i0, i0+1[. De la meˆme fac¸on, le point ∗
′ correspondant au maximum local de C dans la
direction horizontale appartient a` un unique intervalle ]j0, j0+1[. Choisissons l’orientation horaire
pour C, et remarquons que les arcs oriente´s de gauche a` droite commenc¸ant au point ∗ forment
32 4. COURBES RONDES ET LA STRUCTURE CLASSIQUE
un sous-mot w1 = i0 a i1 . . . a j0 (qui termine par un arc supe´rieur, puisque C est simple).
Conside´rons la tresse sh obtenue en de´plac¸ant tous les trous (s’il y en a) qui se trouvent au-dessus
de w1 (autrement dit sur les diame`tres des arcs ` de w1) jusqu’a` la gauche de ∗. La tresse sh est




0 > i0 et tous les arcs de w
′
2 oriente´s de
droite a` gauche. La nouvelle courbe a toujours un maximum local dans la direction horizontale : ∗′
dans l’intervalle ]j0, j0 + 1[. De plus, tous les brins qui se trouvent a` droite de la position i
′
0 a` la
fin de ce mouvement ne se sont pas croise´s. Conside´rons la tresse sb obtenue en de´plac¸ant tous les
trous (s’il y en a) qui se trouvent au-dessous de w′2 (autrement dit sur les diame`tres des arcs a
de w′2) jusqu’a` la droite de ∗
′. La tresse sb est simple ; de plus, le produit shsb est encore simple
et la courbe Cshsb est ronde.
Si C est une courbe presque-ronde, alors dans la de´composition W (C) = w1w2 ci-dessus, au moins
un des mots w1, w2 contient au moins deux arcs. Si w1 contient au moins deux arcs, alors on peut
e´crire w1 = i0 a i1 ` i2 . . . a j0 et les valeurs i = i0, j = i1 et l = i2 satisfont la dernie`re
assertion du lemme. Si au contraire i1 = j0, alors w2 contient au moins deux arcs et quitte a`




3 . . . ` i
′
k
(k > 4, i′1 = i0 et i
′
k = j0, le dernier arc e´tant infe´rieur a` cause de la simplicite´ de C) et il suffit
alors de prendre i = i′2, j = i
′
3 et l = i
′
4 pour satisfaire les conditions du lemme. 
Avant de prouver le the´ore`me 3.3.1, nous introduisons la notion de point d’inflexion. On dit qu’un
entier j (avec 0 < j < n) est un point d’inflexion de la courbe C (ou que la courbe C admet
le point d’inflexion j) si le mot re´duit W (C) admet (modulo permutation cyclique des lettres et
renversement) un sous-mot de la forme i a j ` l, ou` 0 6 i < j < l 6 n. La dernie`re assertion du
lemme 4.4.1 affirme donc qu’une courbe presque-ronde admet au moins un point d’inflexion. Etant
donne´ une tresse simple s, et un point d’inflexion j pour une courbe C, on dit que j est compatible
avec s si les brins nume´rote´s j et j + 1 ne se croisent pas dans s.
Le lemme suivant est l’e´tape essentielle dans la preuve du the´ore`me 3.3.1 :
lemme 4.4.2. Soient s1, s2 des tresses simples telles que la paire (s1, s2) est ponde´re´e. Soit C une
courbe admettant un point d’inflexion j compatible avec s1. Alors la courbe Cs1 admet un point
d’inflexion j′ ; de plus ce point d’inflexion est compatible avec s2.
De´monstration. Comme la paire (s1, s2) est ponde´re´e, il suffit de montrer que Cs1 admet
un point d’inflexion j′ tel que les brins nume´rote´s j′ et j′ + 1 a` la fin de s1 ne se croisent pas









la de´composition de s1 en termes des tresses Σp,k. Nous e´tudions l’action de s1 sur C a` travers
cette factorisation ; a` chaque e´tape, i.e. apre`s l’action de chaque facteur dans le produit ci-dessus,
la courbe obtenue admet un point d’inflexion h tel que les brins en position h et h+ 1 a` la fin de
cette e´tape ne se sont pas encore croise´s dans s1.
Le premier facteur
∏j−1
p=2Σp,kp correspond a` un mouvement de trous situe´s a` gauche de la position j.
A cause des Formules (F1) et (F3) et de la preuve du lemme 4.3.1, j est toujours un point
d’inflexion pour la courbe qui re´sulte de cette action. De plus, les brins qui terminent dans les
positions j et j + 1 ne se sont pas croise´s dans ce premier facteur.
Le facteur Σj,kj de´place le j-ie`me trou vers la gauche ; encore en vertu des Formules (F1) et (F3)
et de la preuve du lemme 4.3.1, le mot re´duit obtenu contient un sous-mot i′ a j ` (avec i′ < j) ; j
est encore un point d’inflexion pour la courbe correspondante. Remarquons que le trou nume´rote´
ante´rieurement j est maintenant (en position j− kj) en dessous de l’arc i′ a j et que les brins qui
terminent dans les positions j et j + 1 ne se sont pas croise´s.
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Ensuite, le facteur Σj+1,kj+1 meut le trou nume´rote´ j + 1 vers la gauche. Comme j e´tait un point
d’inflexion de C, compatible avec s1, les brins nume´rote´s j et j + 1 ne se croisent pas dans s1.
Ainsi, le mouvement du (j + 1)-ie`me trou ne peut se terminer au-dela` de la position j − kj : le
(j + 1)-ie`me trou est envoye´ sur le diame`tre de l’arc supe´rieur i′ a j et en vertu de la Formule
(F4) et de la preuve du lemme 4.3.1, l’entier hj+1 := j − kj+1 est un point d’inflexion pour la
courbe obtenue (voir figure 5). De plus, par construction les brins qui terminent dans les positions
hj+1 et hj+1 + 1 ne se sont pas croise´s dans s1.
Figure 5. L’action de la tresse Σj+1,kj+1 ; les brins repre´sente´s par des croix ne
pouvant pas se croiser, le trou j+1 est bloque´ dans son mouvement vers la gauche
avant la position j − kj .
Finalement, on observe que pour j + 2 6 q 6 n, la courbe re´sultant du mouvement du trou
nume´rote´ q admet toujours un point d’inflexion : il s’agit de hq = hq−1 + 1 si le mouvement
termine a` gauche de hq−1, et de hq = hq−1 sinon. Par conse´quent, j
′ := hn est un point d’inflexion
de Cs1 et les brins en position j′ et j′ + 1 a` la fin de s1 ne se sont pas croise´s dans s1, par
construction. Cela montre que le point d’inflexion j′ de Cs1 est compatible avec s2. 
Nous pouvons maintenant achever la preuve du the´ore`me 3.3.1.
Rappelons la tresse x = ∆px1 . . . xr en forme normale, qui envoie la courbe ronde C sur une courbe
ronde C′ = Cx. Puisque la tresse ∆ correspond a` une rotation dans Dn, la courbe C∆
t
est ronde
pour tout entier t et on peut supposer, quitte a` multiplier par ∆−p, que la forme normale de
x est x1 . . . xr. Pour prouver le the´ore`me 3.3.1, il suffit de prouver que la courbe Cx1 est ronde,
puisqu’une fois ce fait acquis, on dispose d’une tresse x2 . . . xr en forme normale, dont l’action
transforme la courbe ronde Cx1 en la courbe ronde C′. Le re´sultat alors s’ensuit par induction sur
le nombre de facteurs dans la forme normale de x.
Nous donnons une preuve par l’absurde, en supposant que la courbe Cx1 n’est pas ronde. Cependant
elle est presque-ronde puisque x1 est une tresse simple. Selon le lemme 4.4.1, Cx1 admet un point
d’inflexion j1. Remarquons que les trous qui se trouvent au-dessus de la courbe Cx1 e´taient a` droite
de C au de´but de x1 tandis que les trous qui se trouvent en dessous de Cx1 e´taient a` gauche de C.
En vertu du lemme 4.4.1, soit le trou j1 se trouve en dessous de la courbe Cx1 , soit il est entoure´
par Cx1. De meˆme, ou bien le trou j1 + 1 se trouve au-dessus de la courbe, ou bien il est entoure´
par elle. En outre, au plus l’un des trous j1 et j1 + 1 est entoure´ par la courbe Cx1. Cela implique
que les brins nume´rote´s j1 et j1+1 a` la fin de x1 ne se croisent pas dans x1. En d’autres termes, j1
est un point d’inflexion de Cx1 compatible avec x2 (comme la paire (x1, x2) est ponde´re´e).
Maintenant, par re´currence sur m = 1, . . . , r − 1 et en vertu du lemme 4.4.2, il existe des entiers
j2, . . . , jr−1 tels que jm est un point d’inflexion pour la courbe Cx1...xm compatible avec xm+1,
pour tout m = 1, . . . , r − 1. Le lemme 4.4.2 montre aussi que Cx1...xr a un point d’inflexion jr.
En particulier nous avons montre´ que la courbe Cx1...xr = Cx n’est pas ronde, de`s lors que Cx1 ne
l’est pas. C’est une contradiction ; par conse´quent Cx1 est ronde et le the´ore`me 3.3.1 est de´montre´.
CHAPITRE 5
Le proble`me de re´ductibilite´ : courbes standard et la
structure duale
Le re´sultat principal est le the´ore`me 5.1.3, ge´ne´ralisation au cadre dual du the´ore`me 3.3.1. La
structure de Garside duale de Bn est la seule utilise´e ici et par conse´quent, des concepts tels que
forme normale, Super Summit Set, etc. se re´fe`rent toujours a` cette structure. Nous continuons a`
nommer simplement “courbe” une courbe ferme´e simple non de´ge´ne´re´e dans le disque Dn. Dans
un premier temps, la notion convenable de “rondeur” est de´finie (notion de courbe standard) et
nous e´nonc¸ons le the´ore`me principal, avec une e´bauche de la de´monstration (section 5.1). Le plan
du chapitre reproduit celui du chapitre 4 : les courbes sont de´crites a` l’aide de mots (section 5.2),
lesquels servent a` e´tudier l’action des tresses positives sur les courbes (section 5.3). Enfin, le
the´ore`me 5.1.3 est prouve´ dans la section 5.4. Dans la section 5.5, nous de´crivons un algorithme
pour de´cider si une tresse donne´e pre´serve la classe d’isotopie d’une courbe standard.
5.1. Enonce´ du the´ore`me principal, esquisse de la de´monstration
En vue de la ge´ne´ralisation du the´ore`me 3.3.1, il nous faut identifier la notion convenable de “ron-
deur” dans le cadre dual. De fait, la notion de courbe entourant un ensemble de trous conse´cutifs
n’est pas la bonne, comme le montre l’exemple suivant :
Exemple 5.1.1. Soit n = 4. Conside´rons la tresse x = a1,2.a1,4, qui est en forme normale telle
qu’e´crite. La figure 1 montre une classe d’isotopie “ronde” (entourant un ensemble de trous conse´-
cutifs) transforme´e par x en une classe d’isotopie “ronde” et dont l’image par le premier facteur
de la forme normale de x n’a pas la meˆme proprie´te´.
Figure 1. La courbe dans la partie centrale n’est pas isotope a` une courbe en-
tourant un ensemble de trous conse´cutifs, bien que sa classe d’isotopie est l’image
par le premier facteur de la forme normale de x d’une classe d’isotopie de courbes
“ronde” qui est transforme´e par x en une classe d’isotopie de courbes “ronde”.
Cela nous conduit a` de´finir (voir aussi de´finition 5.4.1) :
de´finition 5.1.2. Une courbe dans Dn est dite standard si elle est isotope a` une courbe qui peut
eˆtre de´crite en coordonne´es polaires par une fonction ρ = ρ(θ), pour θ ∈ [0, 2π[. Voir figure 2(a).
Une classe d’isotopie de courbes est dite standard si un de ses repre´sentants (ou de manie`re
e´quivalente si tout repre´sentant) est standard.
On remarque que les courbes standard correspondent aux sous-groupes paraboliques standard
de la structure de Garside duale, de la meˆme fac¸on que les courbes rondes correspondent aux
sous-groupes paraboliques standard, pour la structure classique [35].
Munis de cette de´finition, nous pouvons e´noncer :
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Figure 2. (a) Une courbe standard comme dans la de´finition 5.1.2. (b) Une
partie d’une courbe non standard.
the´ore`me 5.1.3. Soit C une courbe standard dans Dn. Soit x une tresse dont la forme normale
est δpx1 · · ·xr. Si [C]x est standard, alors [C]δ
px1···xm est standard pour tout m = 1, . . . , r.
La preuve du the´ore`me 5.1.3 est calque´e sur celle du the´ore`me 3.3.1. Rappelons la parame´trisation
de Dn de´crite aux section1.2 et paragraphe 2.2.2. Pour fixer les ide´es on peut supposer que D
est le disque unite´ ferme´ dans C, Γ = {z ∈ C , |z| = 12} et pour tout i = 1, . . . , n, pi est le point
de Γ d’argument − 2iπn . On note i pour pi (i = 1, . . . , n) et la tresse ai,j (1 6 i < j 6 n) pourra
eˆtre note´e aussi aj,i indiffe´remment. Enfin, on note (i, j) l’arc de Γ de´crit par le mouvement dans
le sens horaire du trou i jusqu’a` la position j ; lorsque i = j, on a (i, i) = {i}. On notera aussi
k ∈ (i, j) pour dire que le point k se trouve sur l’arc (i, j) de Γ.
Soient C et x comme dans l’e´nonce´. Une induction e´le´mentaire montre qu’il est suffisant de prou-
ver que [C]δ
px1 est standard. Nous allons voir que si [C]δ
px1 n’est pas standard, alors une partie
(d’un repre´sentant convenable) de [C]δ
px1 intersecte le cercle Γ comme le montre la figure 2(b),
pour certains entiers 1 6 i 6= j 6 n. De plus, la tresse x1ai,j est simple. Nous prouvons alors par
re´currence que si x1 · · ·xr est en forme normale, alors les proprie´te´s que nous venons d’e´voquer
doivent eˆtre vraies pour [C]δ
px1···xm , pour tout m = 1, . . . , r. En d’autres termes, une partie (d’un
repre´sentant convenable) de [C]δ
px1···xm intersecte le cercle Γ comme le montre la figure 2(b), pour
certains entiers 1 6 im 6= jm 6 n ; de plus, xmaim,jm est simple. En particulier, cela implique que
[C]δ
px1···xr n’est pas standard ; c’est la contradiction qui de´montre le the´ore`me 5.1.3.
5.2. Des mots pour de´crire les courbes de Dn
Soit C une courbe dans Dn. Supposons que C a un nombre fini d’intersections avec Γ, toutes
transverses. Nous allons associer a` C un mot W (C) que nous de´finissons maintenant. Choisissons
un point ∗ de C qui est sur le cercle Γ (c’est possible puisque C est non-de´ge´ne´re´e). Choisissons
aussi une orientation pour C. En parcourant C selon l’orientation choisie, avec point de de´part et
d’arrive´e ∗, nous construisons un mot sur l’alphabet Y = {`,x,y,	,, 1, . . . , n} de la manie`re
suivante.
Chaque arc qui traverse la composante inte´rieure de Dn−Γ contribue une lettre ` au mot. Chaque
intersection de C avec l’arc (i, i+1) contribue la lettre i. Finalement, les arcs de C qui traversent la
composante exte´rieure de Dn − Γ contribuent une lettre y (respectivement x) s’ils sont oriente´s
dans le sens horaire (respectivement, anti-horaire), sauf ceux qui ont leurs deux extreˆmite´s sur le
meˆme arc (i, i+1) de Γ et ne bordent pas un bigone avec Γ, comme sur la figure 3 (a). Ces derniers
contribuent une lettre  ou 	, de manie`re naturelle selon leur orientation.
Le nume´ro correspondant au point ∗ peut eˆtre place´ au de´but ou a` la fin du mot. Nous appelons
mot associe´ a` C le mot sur Y obtenu par ce proce´de´ et nous le notons W (C). Le choix d’un autre
point de base ∗ ou le changement de place de la lettre associe´e a` ∗ (au de´but ou a` la fin) de´terminent
une permutation cyclique des lettres de W (C). De plus, en choisissant l’orientation inverse pour C,
on obtient le renversement du mot W (C), e´changeant en outre les lettresy etx (respectivement,
 et 	). Ainsi, le mot associe´ a` une courbe est de´fini modulo permutation cyclique de ses lettres
et modulo renversement e´changeant l’orientation des arcs exte´rieurs.
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Figure 3. (a) Un arc i  i. (b) La courbe de l’Exemple 5.2.1
Exemple 5.2.1. Soit C la courbe de la figure 3 (b) ; ici n = 16. Le point ∗ et l’orientation sont
aussi indique´s sur la figure. Le mot associe´ a` cette courbe est
W (C) = 4x 3 ` 13x 12 ` 10  10 ` .
Remarquons que si C et C′ sont deux courbes isotopes via une isotopie de Dn qui pre´serve globale-
ment le cercle Γ, alorsW (C) =W (C′). On dit que le mot associe´ a` C est re´duit s’il ne contient aucun
sous-mot de la forme i ` i, iy i ou ix i. On dit qu’une courbe C est re´duite si le mot W (C) est
re´duit. On remarque que les courbes re´duites sont exactement celles qui ne bordent aucun bigone
avec le cercle Γ. Selon [28], toute courbe C est isotope a` une courbe re´duite Cred, qui est unique
modulo isotopie de Dn pre´servant globalement le cercle Γ. Nous pouvons finalement de´finir, pour
chaque classe d’isotopie de courbes [C] dans Dn, le mot re´duit associe´ a` [C] : W ([C]) = W (Cred).
5.3. L’action des tresses duales positives
Au lieu du syste`me ge´ne´rateur de BKL+n que constitue l’ensemble des tresses ai,j (1 6 i < j 6 n),
nous allons travailler avec un syste`me ge´ne´rateur plus gros, a` savoir l’ensemble des polygones
de´crits au paragraphe 2.2.2 :
P =
ai1,i2ai2,i3 . . . air−2,ir−1air−1,ir ,
∣∣∣∣∣∣
2 6 r 6 n,
i1, . . . , ir tous distincts et place´s dans cet ordre,
suivant le cercle Γ dans le sens horaire de i1 vers ir
 .
Conside´rons maintenant la classe d’isotopie d’une courbe C ainsi que le mot re´duitW = W ([C]) qui
lui est associe´. Etant donne´e une tresse duale positive x, nous voulons de´crire les transformations
a` effectuer sur le mot W afin d’obtenir le mot W ([C]x). A cet effet, nous e´tudions d’abord le cas
x = P ∈ P . On suppose que l’action de P modifie principalement les arcs inte´rieurs tandis que les
arcs exte´rieurs sont transforme´s seulement par translation de leurs extreˆmite´s le long du cercle Γ.
Observons d’abord que chaque arc inte´rieur partitionne l’ensemble des trous en deux sous-ensem-
bles : l’un contient les trous situe´s sur l’arc (i + 1, j) et l’autre les trous qui se trouvent sur l’arc
(j + 1, i). On dit que P est disjoint de l’arc i ` j si tous les sommets de P appartiennent a` un
seul de ces ensembles. Si c’est le cas nous posons (i ` j)P = i ` j. Dans le cas contraire, on dit
que P est transverse a` l’arc i ` j. Dans ce cas, soit pi,j le dernier sommet de P rencontre´ en
parcourant l’arc (j+1, i) dans le sens horaire ; de meˆme soit qi,j le dernier sommet de P rencontre´
en parcourant l’arc (i + 1, j) dans le sens horaire. Par abus de notation, nous e´crirons i ∈ P
lorsque i est un sommet de P . Observons que pi,j = i⇔ i ∈ P et qi,j = j ⇔ j ∈ P . Voir figure 4.
On de´finit, a priori, en s’inspirant d’un dessin :
(i ` j)P = i ` pi,j x (pi,j − 1) ` (qi,j − 1)y qi,j ` j. (F ′)
La Formule (F ′) est repre´sente´e sur la figure 4.
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Figure 4. Dans cet exemple P (en traits pointille´s) s’exprime comme le produit
d’atomes α1 . . . α4; α1α2 agit trivialement sur l’arc i ` j, l’action de α3 sur i ` j
produit l’arc de la partie centrale, et l’action de α4 sur ce dernier produit l’arc
de la partie de droite, qui est (i ` j)P , l’image de l’arc (i ` j) sous l’action de P
(voir Formule (F ′)).
Cependant, on remarque que l’application de la Formule (F ′) produit des bigones borde´s par l’arc
(i ` j)P et le cercle Γ, de`s lors que i ∈ P ou j ∈ P . Pour cette raison, nous de´finissons :
(i ` j)P =

i ` pi,j x (pi,j − 1) ` (qi,j − 1)y qi,j ` j si i /∈ P et j /∈ P (F ′0)
i ` pi,j x (pi,j − 1) ` (j − 1) si i /∈ P et j ∈ P (F
′1)
(i− 1) ` (qi,j − 1)y qi,j ` j si i ∈ P et j /∈ P (F ′2)
(i− 1) ` (j − 1) si i ∈ P et j ∈ P (F ′3)
La Remarque suivante est aussi repre´sente´e sur le figure 4 :
Remarque 5.3.1. L’image d’un arc inte´rieur i ` j sous l’action d’un polygone P se trouve (modulo
de´formation) dans un voisinage tubulaire de la re´union de i ` j et de P .
Remplac¸ons maintenant chaque sous-mot (i ` j) de W par le sous-mot correspondant (i ` j)P
de´fini ci-dessus. Cela transforme les arcs exte´rieurs de W en de´calant leurs extreˆmite´s le long
du cercle Γ. De plus, chaque lettre y (respectivement x) de W doit eˆtre transforme´e en 
(respectivement 	) si elle provient d’un arc (c+1)y c deW dont l’extreˆmite´ c+1 est de´cale´e a` la
position c (respectivement si elle provient d’un arc (c− 1)x c de W dont l’extreˆmite´ c est de´cale´e
a` la position c − 1). Voir figure 5 (a). De manie`re similaire, chaque lettre  (respectivement 	)
doit eˆtre change´e eny (respectivementx) si les extreˆmite´s de l’arc concerne´ correspondent a` des
lettres diffe´rentes apre`s la translation convenable.
Soit W˜ le mot sur Y obtenu de cette fac¸on. Remarquons que W˜ n’est pas ne´cessairement re´duit, de
sorte que W ([C]P ) n’est pas ne´cessairement le meˆme mot que W˜ . Le lemme suivant est l’analogue
du lemme 4.3.1 dans le cadre dual :
lemme 5.3.2. Soit [C] une classe d’isotopie de courbes, et W = W ([C]). Soit P ∈ P un polygone.
Soit W˜ comme ci-dessus, et soit WP le mot obtenu a` partir de W˜ en enlevant toutes les occurrences
de sous-mots de la forme (p− 1)y (p− 1) ` (ou (p− 1)x (p− 1) `) ou` p est un sommet de P
et p− 1 n’en est pas un. Alors WP = W ([C]P ).
De´monstration. Observons que les formules de´finissant (i ` j)P ne contiennent aucun sous-
mot de la forme c ` c ni c a c (a de´signey oux). La pre´sence d’un tel sous-mot dans W˜ provient
donc de la transformation d’un arc exte´rieur deW . Selon les formules ci-dessus, les transformations
possibles pour un arc exte´rieur c a d de W consistent a` translater les extreˆmite´s c et d vers les
positions respectives k et l, avec k ∈ {c, c − 1} et l ∈ {d, d − 1}. Remarquons d’abord que les
transformations d’arcs exte´rieurs de la forme c  c ou c 	 c ne peuvent pas cre´er de sous-mots
de la forme c a c. Maintenant, un arc c a d de W (et donc satisfaisant c 6= d) se transforme en
un arc bordant un bigone avec le cercle Γ seulement si les entiers k et l ci-dessus sont e´gaux et
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|c− d| = 1. Modulo renversement, il existe deux configurations, repre´sente´es par la figure 5, dans
lesquelles les conditions |c− d| = 1 et k = l sont satisfaites.
Figure 5. Transformation d’un arc exte´rieur c a d deW , avec |c−d| = 1, vers un
arc exte´rieur k a l de W˜ avec k = l (une areˆte de P est repre´sente´e en pointille´s).
(a) La transformation c x (c + 1)  c 	 c mentionne´e pre´ce´demment : aucun
bigone n’est forme´. (b) Modulo renversement, la seule fac¸on d’obtenir un bigone :
cy (c+ 1) cy c.
Finalement, en vertu des formules de´finissant (i ` j)P , pour que l’une des situations repre´sente´es
sur la figure 5 ait lieu, il est ne´cessaire que c + 1 soit un sommet de P et que c n’en soit pas un.
Cela de´montre en particulier qu’aucun sous-mot de la forme c ` c n’apparaˆıt dans W˜ , et que les
seuls sous-mots de W˜ de la forme c a c possibles sont (p− 1) a (p− 1), ou` p est un sommet de P
tandis que p− 1 n’en est pas un (figure 5 (b)).
Nous affirmons maintenant que l’e´limination de toutes les occurrences de tels sous-mots est suffi-
sante pour faire de W˜ un mot re´duit ; autrement dit, tout sous-mot de la forme (p− 1) a (p− 1)
dans W˜ est un sous-mot d’un sous-mot plus long de W˜ de la forme
a ` (p− 1) a (p− 1) ` b,
avec a 6= b. Soit r ` (p− 1)y p ` v un sous-mot de W dont l’image par l’action de P est le mot
ci-dessus (en particulier, P est transverse a` l’arc p ` v). Voir figure 6.
Figure 6. L’arc r ` (p− 1)y p ` v et une areˆte de P en pointille´s.
Puisque p− 1 n’est pas un sommet de P et p en est un, les Formules (F ′) donnent :
(r ` (p− 1))P =
{
r ` (p− 1) si P disjoint de r ` (p− 1),
. . . (qr,p−1 − 1)y qr,p−1 ` (p− 1) sinon,
et
(p ` v)P =
{
(p− 1) ` (qp,v − 1) si v ∈ P ,
(p− 1) ` (qp,v − 1)y qp,v ` v si v /∈ P .
Par conse´quent, il nous reste a` prouver que les entiers a ∈ {r, qr,p−1} et b = qp,v − 1 sont distincts.
On remarque que par de´finition, qp,v se trouve sur l’arc (p + 1, v) de sorte que b = qp,v − 1
se trouve sur l’arc (p, v − 1). Par ailleurs, comme la courbe Cred est simple et W est le mot
re´duit associe´ a` C, r ∈ (v, p − 2) (voir figure 6). Finalement, par de´finition, qr,p−1 est sur l’arc
(r+ 1, p− 1) ⊂ (v+ 1, p− 1). Ainsi, quelle que soit la valeur de a ∈ {r, qr,p−1}, a ∈ (v, p− 1); cela
montre que a 6= b et termine la preuve du lemme 5.3.2. 
40 5. COURBES STANDARD ET LA STRUCTURE DUALE
On peut donc associer a` chaque classe d’isotopie de courbes [C] et chaque tresse P ∈ P le mot
W ([C])P construit par le proce´de´ ci-dessus. Nous sommes maintenant capables de de´finir l’image
W x du mot W = W ([C]), pour toute classe d’isotopie de courbes [C] et toute tresse positive x. En
effet, si x est exprime´ comme un produit x =
∏r
m=1 Pm (ou` chaque facteur est un polygone), alors
en vertu du lemme 5.3.2, la formule de re´currence
W x = (W
∏r−1
m=1 Pm)Pr
de´finit un mot sur Y qui est le mot re´duit associe´ a` [C]x. Ainsi, cela ne de´pend pas de la de´composi-
tion de x en fonction des polygones). En d’autres termes, pour tout x ∈ BKL+n et toute courbe C,
on a W ([C]x) = W ([C])x.
5.4. Preuve du the´ore`me principal
Dans cette section, nous parlons de “courbes” au lieu de classes d’isotopies de courbes ; “la courbe”
signifie en fait “le repre´sentant re´duit de la classe d’isotopie de la courbe” et nous notons C le
repre´sentant re´duit de [C], de meˆme que W (C) le mot re´duit correspondant. Nous commenc¸ons
par reformuler la de´finition 5.1.2 :
de´finition 5.4.1. On appelle standard une courbe C si W (C) s’e´crit seulement avec des lettres
dans {1, . . . , n,x,`} (ou dans {1, . . . , n,y,`}, modulo renversement).
Rappelons que toute tresse simple s’exprime de manie`re unique comme un produit de polygones
disjoints (paragraphe 2.2.2). La Remarque 5.3.1 nous dit alors que si s = P1 . . . Pg est la de´compo-
sition en polygones disjoints d’un e´le´ment simple s et C une courbe, les arcs inte´rieurs de la forme
(i− 1) ` (j − 1) avec i, j ∈ Pl re´sultant de l’application des Formules (F ′) a` un arc inte´rieur de C
et pour un polygone Pl (l = 1, . . . , g) sont invariants sous l’action de Pk, k = 1, . . . , g, k 6= l. Voir
figure 7.
Nous introduisons maintenant la notion de virage d’une courbe (analogue a` celle de point d’in-
flexion dans le cadre classique). On dit qu’une paire non-ordonne´e i, j (1 6 i 6= j 6 n) est un virage
pour une courbe C de Dn si le mot re´duit W (C) contient un sous-mot de la forme y i ` j x,
ou y i ` j 	 (modulo renversement). De plus, on dit qu’un virage i, j pour une courbe C est
compatible avec un e´le´ment simple s si ai,j n’est pas un pre´fixe de s.
Nous e´nonc¸ons maintenant le lemme fondamental en vue du the´ore`me 5.1.3; c’est l’analogue du
lemme 4.4.2 pour le cadre dual :
lemme 5.4.2. Soient s1, s2 deux tresses simples telles que la paire (s1, s2) est ponde´re´e. Soit C une
courbe et i, j un virage de cette courbe, qui est compatible avec s1. Alors il existe un virage i
′, j′
pour Cs1 ; de plus, ce virage est compatible avec s2.
De´monstration. Conside´rons la de´composition s1 = P1 . . . Pg de s1, ou` les Pi sont des
e´le´ments 2 a` 2 disjoints de P . Comme la paire (s1, s2) est ponde´re´e, ai′,j′ n’est pas un pre´fixe
de s2 de`s lors que s1ai′,j′ est simple ; il est donc suffisant de chercher un virage i
′, j′ de Cs1 tel que
s1ai′,j′ est simple.
Par hypothe`se, ai,j n’est pas un pre´fixe de s. Ainsi, i et j ne peuvent eˆtre simultane´ment sommets
du meˆme polygone parmi P1, . . . , Pg (lemme 2.2.5). Si l’un de ces polygones est disjoint de l’arc
i ` j de W (C), alors son action cre´e une courbe qui a toujours i, j pour virage (voir la preuve du
lemme 5.3.2). De plus, toujours en vertu du lemme 2.2.5, si P est un tel polygone, alors Pai,j est
simple.
Nous e´tudions l’action des polygones parmi P1, . . . , Pg qui sont transverses a` l’arc i ` j de la ma-
nie`re suivante (voir figure 7). Les polygones mis en jeu sont naturellement ordonne´s en parcourant
l’arc i ` j a` partir de l’arc (i, i+ 1) de Γ : Q1, . . . , Qh.
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Figure 7. La tresse s1, comme produit de polygones deux a` deux disjoints, est
repre´sente´e en pointille´s. De gauche a` droite, on peut voir son action sur l’arc
i ` j.
Pour t = 1, . . . , h, si pt est le sommet de Qt le plus a` droite le long de l’arc (j + 1, i) et qt est le
sommet de Qt le plus a` droite le long de l’arc (i+ 1, j), alors en vertu des Formules (F
′) et de la
preuve du lemme 5.3.2, la paire
i′, j′ =

q1, p2 si h > 1
i, p1 si h = 1 et i n’est pas un sommet de Q1
q1, j si h = 1 et j n’est pas un sommet de Q1
est un virage pour la courbe Cs1 . De plus, en vertu du lemme 2.2.5, dans tous les cas la tresse
s1ai′,j′ est simple. Par conse´quent la paire i
′, j′ est un virage pour la courbe Cs1 qui est compatible
avec s2. 
Nous terminons maintenant la preuve du the´ore`me 5.1.3. Rappelons la tresse en forme normale
x = δpx1 . . . xr, qui envoie la courbe standard C sur une courbe standard C′ = Cx. Pour tout
t ∈ Z, δt est une rotation de Dn et envoie donc toute courbe standard sur une courbe standard.
Nous pouvons donc supposer, quitte a` multiplier x par une puissance de δ, que x est une tresse
positive dont la forme normale est x1 . . . xr. Par re´currence sur le nombre de facteurs dans la
forme normale de x, il est suffisant de montrer que Cx1 est standard. Nous prouvons ce fait par
contradiction, en supposant que Cx1 n’est pas standard. Nous allons montrer (par induction sur
m = 1, . . . , r) que sous cette hypothe`se, aucune courbe Cx1...xm pour 1 6 m 6 r ne peut eˆtre
standard, contredisant le fait que Cx est standard.
Soit x1 = P1 . . . , Pg la de´composition de x1 en polygones disjoints. Par ailleurs, supposons aussi
que W (C) est e´crit uniquement avec des lettres dans {`,x, 1, . . . , n} (autrement dit on choisit
l’orientation anti-horaire pour C).
Comme Cx1 n’est pas standard, ainsi en est-il de CPt pour au moins un t = 1, . . . , g (en vertu de la
Remarque 5.3.1). On peut supposer que CP1 n’est pas standard. Il existe donc un arc i ` j dans
W (C) tel que P1 est transverse a` i ` j et j n’est pas un sommet de P1 (ainsi W (CP1) contient au
moins une lettre y, en vertu des Formules (F ′0) et (F ′2)).
Conside´rons tous les polygones parmi P1, . . . , Pg qui sont transverses a` l’arc i ` j. Par la Re-
marque 5.3.1, ce sont les seuls polygones dans la de´composition de x1 qui te´moignent de l’action
de x1 sur i ` j. En parcourant l’arc i ` j a` partir de l’arc (i, i+1) de Γ, on ordonne ces polygones
de manie`re naturelle (voir la preuve du lemme 5.4.2): Q1, . . . , Qh. Soit q1 le sommet de Q1 le plus
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a` droite le long de l’arc (i+ 1, j) (de sorte que q1 6= j) et si h > 1 soit p2 le sommet de Q2 le plus
a` droite le long de l’arc (j + 1, i).
Nous de´finissons alors i1 = q1 et j1 = p2 si h > 1, j1 = j sinon. Les Formules (F
′) et le lemme 5.3.2
impliquent que W (Cx1) contient le sous-mot y i1 ` j1 x (ou y i1 ` j1 	). Par construction,
la tresse x1ai1,j1 est simple en vertu du lemme 2.2.5. Autrement dit, i1, j1 est un virage pour la
courbe Cx1 ; puisque la paire (x1, x2) est ponde´re´e, ce virage est compatible avec x2.
Il s’ensuit par induction sur m et graˆce au lemme 5.4.2 que l’on peut trouver un virage im, jm
pour la courbe Cx1...xm qui est compatible avec xm+1, ce pour tout m = 1, . . . , r − 1. L’existence
d’un virage ir, jr pour la courbe Cx1...xr est e´galement une conse´quence du Lemme 5.4.2.
En particulier, nous avons montre´ que la courbe Cx1...xr = Cx n’est pas standard. Cela contredit
nos hypothe`ses et termine la preuve du the´ore`me 5.1.3.
5.5. Reconnaissance algorithmique de courbes de re´duction standard
Les analogues des proposition 3.3.3 et corollaire 3.3.4 se de´duisent, comme dans le cas classique,
du the´ore`me 5.1.3. Cela fournit, dans le cadre dual, un algorithme a` la Benardete, Gutierrez
et Nitecki pour de´cider de la re´ductibilite´ d’une tresse donne´e, si l’on est capable de de´tecter
efficacement la pre´sence de courbes de re´duction standard. On observe que les classes d’isotopie
de courbes standard sont en nombre exponentiel (en fonction de n) ; par conse´quent, nous devons
e´viter un test exhaustif. C’est l’objet du re´sultat suivant, qui s’inspire du the´ore`me 2.9 de [40].
Nous continuons a` e´crire “courbe” pour signifier “classe d’isotopie de courbes”.
the´ore`me 5.5.1. Il existe un algorithme qui de´cide si une tresse x ∈ BKLn donne´e en forme nor-
male x = δpx1 . . . xℓ pre´serve une courbe standard de Dn. De plus, cet algorithme est de complexite´
O(ℓ · n4).
De´monstration. Soit I0 un sous-ensemble {1, . . . , n} (satisfaisant
2 6 #(I0) 6 n− 1)
et x une tresse en forme normale x = δpx1 . . . xℓ. La principale e´tape de l’algorithme consiste
a` construire un sous-ensemble S(I0, x) de {1, . . . , n}, avec au moins le meˆme cardinal que I0 et
satisfaisant la proprie´te´ suivante : si C est une courbe standard entourant les trous de I0 et telle
que Cx est standard, alors tous les trous de S(I0, x) doivent eˆtre entoure´s par Cx. La construction
repose sur le lemme suivant :
lemme 5.5.2. Soit s une tresse simple, exprime´e comme le produit de polygones disjoints : s =
P1 . . . Pg. Soit I un sous-ensemble strict de {1, . . . , n} de cardinal au moins 2, dont les e´le´ments
sont e´nume´re´s a1, . . . , ak dans cet ordre (modulo permutation cyclique) en parcourant le cercle Γ
dans le sens horaire (on note ak+1 = a1). Pour tout i = 1, . . . , k, conside´rons tous les polygones
parmi P1, . . . , Pg dont au moins un sommet, mais pas tous, sont dans l’arc (ai +1, ai+1 − 1) de Γ
et dont ai n’est pas un sommet. Pour chacun d’eux, choisissons son sommet le plus a` gauche dans
l’arc (ai + 1, ai+1 − 1). Soit I ′ la re´union de I avec tous les trous collecte´s de cette manie`re. Si C
est une courbe standard entourant les trous de I (et e´ventuellement d’autres trous) telle que Cs
est standard, alors C entoure les trous dans I ′. De plus, si I ′ = I, la courbe standard entourant
exactement les trous de I est transforme´e en une courbe standard par s.
De´monstration. On observe d’abord que l’image d’une courbe standard par l’action de s est
standard si et seulement si l’image de cette courbe par l’action de chaque polygone Pi (i = 1, . . . , g)
est une courbe standard (Remarque 5.3.1). Or, pour un polygoneQ et une courbe standard C orien-
te´e dans le sens anti-horaire, les conditions suivantes sont e´quivalentes en vertu des Formules (F ′) :
– CQ est standard,
– pour tout arc inte´rieur a ` b de C qui est transverse a` Q, le trou b est un sommet de Q.
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Figure 8. Un exemple qui illustre le lemme 5.5.2: ici la tresse simple s est de´com-
pose´e comme s = P1 . . . P4, et I est forme´ des 4 trous a1, a2, a3, a4. En parcourant
chaque arc (ai, ai+1), on peut construire l’ensemble I
′, en ajoutant a` I les trous
repre´sente´s par des croix.
Soit C une courbe standard (oriente´e dans le sens anti-horaire) entourant les trous de I, telle
que Cs est standard. Les trous de I ′ − I (i.e. les trous ajoute´s a` I par le proce´de´ du lemme 5.5.2)
ne peuvent pas se trouver dans la composante exte´rieure de Dn − C. En effet, si c’e´tait le cas, on
aurait un arc inte´rieur a ` b de C, transverse a` un polygone intervenant dans la de´composition
de s et n’ayant pas b pour sommet ; cela contredirait la remarque ci-dessus. Voir figure 8.
Soit CI la courbe standard entourant exactement les trous de I (oriente´e dans le sens anti-horaire)
et supposons que le proce´de´ du lemme 5.5.2 nous donne I ′ = I. Alors, de`s qu’un polygone Pi et
un arc inte´rieur a ` b de CI sont transverses, le trou b est un sommet dudit polygone (sinon au
moins un trou sur l’arc (b+1, a) serait ajoute´ a` I par le proce´de´ du lemme 5.5.2). Par la remarque
ci-dessus, la courbe CsI est standard, comme nous voulions montrer. 
L’ensemble I ′ du lemme pre´ce´dent de´pend seulement de I et de s, et nous notons S(I, s) l’ensemble
ρ(s)(I ′) (ou` ρ est le morphisme canonique Bn −→ Sn).
Le lemme 5.5.2 nous dit que si C est une courbe standard entourant les trous de I et Cs est standard,
alors Cs doit entourer les trous de S(I, s). En utilisant le the´ore`me 5.1.3 et une re´currence sur le
nombre de facteurs distincts de δ dans la forme normale de x, nous construisons l’ensemble S(I0, x).
On pose d’abord S(I0, δ
px1) = S(ρ(δ
p)(I0), x1). On de´finit ensuite, pour i = 1, . . . , ℓ− 1,
S(I0, δ
px1 . . . xi+1) = S(S(I0, δ
px1 . . . xi), xi+1).
Remarquons que l’ensemble S(I0, x) est calculable en temps O(ℓ · n). Remarquons aussi qu’en
vertu du lemme 5.5.2, l’e´galite´ S(I, x) = I implique que la courbe entourant exactement les trous
dans I est invariante sous l’action de x.
La dernie`re e´tape dans la preuve du the´ore`me 5.5.1 est l’e´nonce´ suivant :
proposition 5.5.3. Soit a, b une paire de trous dans {1, . . . , n}. Il existe un algorithme qui de´cide
si une tresse x ∈ BKLn de longueur canonique ℓ donne´e en forme normale pre´serve une courbe de
re´duction standard entourant les trous a et b. De plus, la complexite´ de cet algorithme est O(ℓ ·n2).
De´monstration. Il suffit de suivre les e´tapes suivantes :
– poser I0 = {a, b},
– pour m = 1, . . . , n− 2, calculer l’ensemble Im = S(Im−1, x) ∪ Im−1.
Par construction, Ii−1 ⊂ Ii pour tout i. Si In−2 = {1, . . . , n}, alors l’algorithme re´pond ne´ga-
tivement ; sinon, la courbe standard qui entoure exactement les trous dans In−2 est invariante
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sous l’action de x. En effet, dans le dernier cas, il existe un entier k, 1 6 k < n− 2, tel que
#(Ik) = #(Ik+1), et donc Ik = Ik+1 = In−2. Autrement dit, on a l’e´galite´ S(Ik, x) = Ik et donc
la courbe standard entourant exactement les trous de In−2 (et donc en particulier les trous a et b)
est invariante sous l’action de x. La complexite´ de cet algorithme est O(ℓ · n2), selon l’estimation
ci-dessus de la complexite´ du calcul de S(I0, x). 
En re´pe´tant cet algorithme pour toute paire de trous dans {1, . . . , n}, on obtient l’algorithme
promis par le the´ore`me 5.5.1. Puisque le nombre de paires de trous dans {1, . . . , n} est n·(n−1)2 , la
complexite´ de l’algorithme est O(l · n4) comme nous voulions montrer. 
L’analogue de l’algorithme de Benardete, Gutierrez et Nitecki dans le cadre dual souffre du meˆme
inconve´nient que dans le cadre classique : la taille des ensembles de circuits glissants. Nous ter-
minons par un contre-exemple qui montre que, outre le the´ore`me 3.3.1, les difficulte´s rencontre´es
dans le cadre classique elles aussi se ge´ne´ralisent au cadre dual.
Exemple 5.5.4. Conside´rons la tresse a` 4 brins
x = a2,4 · a2,4 · a3,4 · a2,3 · a1,2 · a1,4 · a3,4 · a2,3 · a1,2 · a1,4 · a3,4 · a2,3 · a1,2 · a1,4,
en forme normale a` gauche, rigide. Cette tresse est re´ductible mais n’admet aucune courbe de
re´duction standard. Voir figure 9.
Figure 9. La tresse x de l’Exemple 5.5.4 ; et sur la premie`re vignette en haut a`
gauche, une courbe non standard invariante sous l’action de x.
CHAPITRE 6
Le proble`me de re´ductibilite´ : le cas des tresses a` 4 brins
6.1. Enonce´ des principaux re´sultats
Apre`s les re´sultats ge´ne´raux des Chapires 3 a` 5, nous particularisons l’e´tude du proble`me de
re´ductibilite´ au cas du groupe des tresses a` 4 brinsB4. Dans ce chapitre, nous reprenons les re´sultats
de [15]. Contrairement a` la situation ge´ne´rale ou` le Super Summit Set d’une tresse re´ductible peut
contenir des e´le´ments dont les courbes de re´duction sont plutoˆt complique´es (Exemple 3.3.6), nous
allons voir que dans le cas des tresses a` 4 brins, la re´ductibilite´ est relativement aise´e a` de´cider,
pour tout e´le´ment du Super Summit Set. Ensemble avec le the´ore`me 2.3.7, cela donne lieu a` un
algorithme de complexite´ quadratique en fonction de la longueur pour re´soudre le proble`me de
re´ductibilite´ :
the´ore`me 6.1.1. Il existe un algorithme qui de´cide, e´tant donne´ une tresse x a` 4 brins exprime´e
comme un produit des ge´ne´rateurs d’Artin et de leurs inverses de longueur au plus l, le type de
Nielsen-Thurston de x et dont la complexite´ est O(l2).
De plus, nous de´veloppons une me´thode algorithmique, e´galement polynoˆmiale, pour de´terminer
le syste`me de re´duction canonique de x. Cela nous permet de re´soudre le proble`me de conjugaison
pour des tresses a` 4 brins non pseudo-Anosov :
corollaire 6.1.2. Les proble`mes DC et RC admettent une solution polynoˆmiale dans B4 dans le
cas non pseudo-Anosov, c’est a` dire qu’on peut de´cider si deux tresses a` 4 brins, dont au moins
une n’est pas pseudo-Anosov, sont conjugue´es et trouver un e´le´ment les conjuguant le cas e´che´ant.
De plus, la complexite´ de cet algorithme est O(l3) si l est le maximum des longueurs des entre´es
exprime´es comme des mots sur les lettres σ±1i .
Les deux algorithmes sont de´taille´s dans la section 6.2. La plupart des de´tails techniques de la
de´monstration sont renvoye´s a` la section 6.3. Dans tout le chapitre, seule la structure de Garside
classique est utilise´e. Les classes d’isotopie de courbes ferme´es simples non de´ge´ne´re´es dans le
disque D4 sont appele´es simplement “courbes”.
6.2. Description de l’algorithme
Notre raisonnement est base´ sur le re´sultat technique crucial suivant :
proposition 6.2.1. Soit x ∈ B4 une tresse re´ductible telle que x ∈ SSS(x). Supposons que x admet
une courbe de re´duction essentielle entourant 3 trous. Alors cette courbe est ronde ou presque-
ronde.
Nous admettons cela dans la pre´sente section et reportons la preuve a` la section 6.3. Rappelons
que pour une tresse x, CRS(x) de´signe le syste`me de re´duction canonique de x, qui est l’ensemble
de ses courbes de re´duction essentielles. Rappelons aussi la relation liant entre le syste`me de
re´duction canonique d’une tresse x et celui des puissances de x : pour tout entier m non nul,
CRS(xm) = CRS(x). Observons que le disque D4 contient seulement 2 courbes rondes et 4
courbes presque rondes entourant 3 trous (voir figure 1).
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Figure 1. La partie supe´rieure repre´sente les courbes rondes entourant 3 trous
dans D4 ; la partie infe´rieure, l’ensemble des courbes obtenues a` partir de celles
du dessus en faisant agir des tresses simples, autrement dit l’ensemble des courbes
presque rondes entourant 3 trous.
Lorsqu’une tresse x ∈ B4 pre´serve l’une des courbes de la figure 1, on peut aise´ment de´terminer
une courbe de re´duction essentielle de x ; c’est l’objet du lemme ci-dessous. Remarquons que si
la courbe pre´serve´e est l’une des courbes presque-rondes, on peut se ramener au cas ou` la courbe
est ronde, quitte a` conjuguer x par un e´le´ment simple. Enfin, remarquons que si x ∈ B4 est une
tresse re´ductible avec une courbe de re´duction essentielle entourant 3 trous, cette dernie`re est
ne´cessairement fixe´e par x (on ne peut pas trouver deux courbes entourant 3 trous dans D4 et qui
sont disjointes).
lemme 6.2.2. Soit x ∈ B4 une tresse re´ductible pre´servant une courbe ronde C entourant 3 trous
connue explicitement. Alors on peut de´terminer une courbe de re´duction essentielle de x en temps
O(l3), ou` l est la longueur de x exprime´ comme un mot sur les lettres σ±1i .
De´monstration. Afin de faire cela, on cherche a` de´cider le type de Nielsen-Thurston de la
tresse xˆ ∈ B3 obtenue en oubliant le brin de x qui n’est pas entoure´ par C (on peut obtenir un mot
repre´sentant xˆ a` partir d’un mot repre´sentant x en temps line´aire). En vertu de la proposition 3.3.5,
le type de Nielsen-Thurston de xˆ peut eˆtre de´cide´ en temps O(l3), et on obtient en outre un e´le´ment
Pˆ ∈ B3 tel que xˆ est re´ductible si et seulement si xˆP pre´serve une courbe ronde C0 entourant 2
trous ; C0 est alors une courbe de re´duction essentielle. Sous cette hypothe`se, la courbe CP
−1
0 est
une courbe de re´duction essentielle de x (ou` P est l’e´le´ment de B4 obtenu en ajoutant un brin
trivial a` Pˆ ). Sinon (i.e. si xˆ est pe´riodique ou pseudo-Ansosov) alors C est une courbe de re´duction
essentielle pour x. 
Notons que la proposition 6.2.1 ne permet pas a priori de de´cider de la re´ductibilite´ d’une tresse
a` 4 brins. En effet, si x ∈ B4 et y ∈ SSS(x) ne pre´serve aucune des courbes de la figure 1, on peut
seulement de´duire que x n’a pas de courbe de re´duction essentielle entourant 3 trous. Pour pallier
l’absence d’un re´sultat analogue a` la proposition 6.2.1 pour les courbes de re´duction entourant 2
trous, nous allons conside´rer les tresses a` 4 brins comme des e´le´ments deMod(S5). Dans la sphe`re,
nous imaginons les 5 trous sur l’e´quateur et nous les nume´rotons de 1 a` 5, le cinquie`me e´tant le
trou issu de ∂D4, a` l’arrie`re de la sphe`re. Dans la construction subse´quente, la tresse x ∈ B4 est
choisie pure ; notons que cette condition est satisfaite quitte a` prendre la seconde, la troisie`me ou
la quatrie`me puissance de x.
Pour j = 1, . . . , 4, en “ouvrant” la sphe`re S5 au niveau du j-ie`me trou, ce dernier devenant le bord
d’un nouveau disque D4, on obtient une nouvelle tresse a` 4 brins que nous notons x˜j .
lemme 6.2.3. Pour j = 1, . . . , 4, la longueur l(x˜j) de x˜j en terme des ge´ne´rateurs d’Artin est
borne´e supe´rieurement par 3l(x).
De´monstration. Nous montrons que chaque lettre de x donne lieu a` au plus 3 lettres dans x˜j .
Pour ce faire nous de´crivons en de´tail comment la premie`re lettre de x est transforme´e. Pour
identifier le j-ie`me trou avec le bord du nouveau disque, on effectue une rotation de l’e´quateur qui
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transporte le j-ie`me trou a` l’arrie`re de la sphe`re a` la place du cinquie`me et une renume´rotation
des trous selon la re`gle :
i ; i− j + 5 si i 6 j,
i ; i− j si i > j.
Si la premie`re lettre de x est σi, avec 1 6 i 6 j−2, respectivement j+1 6 i 6 n−1, alors son image
dans x˜j est σi−j+5, respectivement σi−j . Supposons j > 2. La lettre σj−1 de x correspond a` un
mouvement du trou nume´rote´ (j − 1) qui se de´place vers la droite en dessous du trou nume´rote´ j.
Apre`s la rotation convenable, le mouvement correspondant implique le quatrie`me trou qui se









i−j+5 si i < j − 1,
σ±1i ; σ
±1














3 (pour j 6 3).
Remarquons que la premie`re lettre de x induit une permutation des trous qui peut envoyer le trou
nume´rote´ j vers une autre position. Alors, calculer l’image de la deuxie`me lettre de x a` l’aide des
formules ci-dessus requiert une renume´rotation des trous, selon la permutation convenable. Les
images de toutes les autres lettres de x sont calcule´es de la meˆme manie`re. On obtient ainsi un
mot repre´sentant x˜j de longueur supe´rieurement borne´e par 3l(x). 
lemme 6.2.4. Soit x ∈ B4 une tresse pure re´ductible n’admettant pas de courbe de re´duction
essentielle entourant 3 trous. Alors il existe un entier j (1 6 j 6 4) tel que x˜j est re´ductible avec
une courbe de re´duction essentielle entourant 3 trous.
De´monstration. La re´ductibilite´ de x est e´quivalente a` celle de x˜j pour tout j = 1, . . . , 4
(en effet une courbe de re´duction essentielle de x, en particulier qui entoure 2 ou 3 trous, fournit
une courbe de re´duction essentielle de x˜j et vice versa). Sous l’hypothe`se du lemme, x admet une
courbe de re´duction essentielle entourant 2 trous. Dans S5, cette courbe divise la sphe`re en deux
composantes connexes, l’une avec 2 trous, l’autre avec 3 trous, cette dernie`re contenant le nouveau
trou issu du bord de D4. En prenant j comme le nume´ro de l’un des deux premiers, la tresse x˜j
satisfait la conclusion souhaite´e. 
Ainsi, une tresse pure x ∈ B4 non pe´riodique est re´ductible si et seulement s’il existe j = 0, . . . , 4
tel que tout e´le´ment du Super Summit Set de x˜j (avec x˜0 = x) pre´serve l’une des courbes de
la figure 1. Nous sommes maintenant preˆts pour de´crire l’algorithme qui re´sout le proble`me de
re´ductibilite´ dans B4.
algorithme 6.2.5. Pour de´cider le type de Nielsen-Thurston de x ∈ B4.
0. ENTREE: Une tresse x ∈ B4 exprime´e comme un produit des lettres σ
±1
i de longueur au plus l.
1. Calculer une puissance pure xt de x et changer x := xt.
2. Calculer la forme normale de x.
3. Tester si x est pe´riodique. Si oui, alors re´pondre “x est pe´riodique” et STOP.
4. Appliquer l’ope´ration s ite´rativement a` x jusqu’a` ce que la longueur canonique n’ait pas diminue´
au cours des 5 dernie`res ite´rations.
5. Tester si l’e´le´ment y de SSS(x) obtenu a` l’e´tape pre´ce´dente pre´serve l’une des 6 courbes de la
figure 1. Si oui, re´pondre “x est re´ductible” et STOP.
6. Pour j = 1, . . . , 4, calculer x˜j , appliquer a` x˜j les e´tapes 2 et 4. Tester si l’e´le´ment de y˜j de
SSS(x˜j) obtenu ainsi pre´serve l’une des courbes de la figure 1. Si la re´ponse est positive pour
un certain j, re´pondre “x est re´ductible” et STOP. Sinon re´pondre “x est pseudo-Anosov” et
STOP.
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L’e´tape 1 consiste a` calculer l’ordre dans le groupe syme´trique sur 4 e´le´ments d’un produit de l
transpositions et couˆte O(l). En vertu des re´sultats dans la section 3.1, les e´tapes 2 et 3 sont
quadratiques en l (remarquons que l’e´tape 3 consiste seulement a` ve´rifier (comme x est pure)
si x est une puissance de ∆2). Le calcul de y ∈ SSS(x) couˆte O(l2) (e´tape 4). Enfin, l’e´tape 5
couˆte O(l). L’e´tape 6 consiste a` appliquer les e´tapes pre´ce´dentes a` des tresses dont la longueur
est line´airement borne´e par l (en vertu du lemme 6.2.3) ; par conse´quent cette e´tape est aussi
quadratique. La totalite´ de l’algorithme a donc complexite´ O(l2), comme annonce´.
De´monstration. (corollaire 6.1.2). Etant donne´s deux mots de tresses w(1) et w(2) de lon-
gueur l en terme des ge´ne´rateurs σ±1i (i = 1, 2, 3), nous voulons tester s’ils sont conjugue´s, et ce en
temps O(l3). Nous testons d’abord si les deux tresses ont le meˆme type de Nielsen-Thurston (une
condition ne´cessaire pour eˆtre conjugue´es), en utilisant l’algorithme ci-dessus. Si c’est le cas, ou
bien w(1) et w(2) sont pe´riodiques et on peut re´soudre DC et RC facilement [7], ou bien les deux
tresses sont re´ductibles (nous avons suppose´ qu’elles n’e´taient pas toutes deux pseudo-Anosov).
Conside´rons la puissance douzie`me x(k) de w(k), qui est une tresse pure (k = 1, 2). Pour tout




0 = x). Pour j = 0, . . . , 4 on peut calculer en
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Pour j = 0, . . . , 4, on teste alors si y˜
(k)
j pre´serve une des courbes de la figure 1. Ces calculs sont
effectue´s tant que y˜
(k)
j ne pre´serve aucune des courbes de la figure 1. Par le lemme 6.2.4 et la
proposition 6.2.1, pour au moins un j, y˜
(k)
j pre´serve une courbe de la figure 1. On peut alors
calculer en temps O(l3), quitte a` conjuguer y
(k)
j davantage comme dans la preuve du lemme 6.2.2,
un e´le´ment conjugant Q˜
(k)
j qui conjugue y
(k)
j a` une tresse dont on connaˆıt une courbe de re´duction
essentielle ronde. L’home´omorphisme de S5 correspondant a` ce conjugue´ de x˜
(k)
j pre´serve aussi
une courbe de re´duction essentielle intersectant l’e´quateur seulement 2 fois. Alors, comme dans la




j une tresse P
(k) qui conjugue x(k) a`
une tresse pre´servant une courbe de re´duction essentielle ronde Ck. Cette dernie`re tresse admet
pour racine douzie`me y(k) = (w(k))P
(k)
; la courbe Ck est alors une courbe de re´duction essentielle
de y(k).
Si les courbes Ck (k = 1, 2) n’entourent pas le meˆme nombre de trous, alors les tresses w(k) ne sont
pas conjugue´es. Si elles entourent toutes deux trois trous, alors w(1) et w(2) sont conjugue´es si et
seulement si les tresses inte´rieures (comme de´crites dans la preuve du lemme 6.2.2) sont conjugue´es
et le brin qui ne se trouve pas entoure´ par la courbe dans w(1) et w(2) fait le meˆme nombre de
tours autour de la tresse inte´rieure. On peut ve´rifier ces deux conditions ainsi que rechercher un
e´le´ment conjugant pour les tresses inte´rieures en temps O(l3) (corollaire 2.3.20).
Si les deux courbes Ck entourent 2 trous, on de´termine le type de Nielsen-Thurston de la tresse a` 3
brins z(k) obtenue en conside´rant les deux brins entoure´s par Ck comme formant un gros brin (c’est
encore faisable en temps O(l3)). Alors pour que w(1) et w(2) soient conjugue´es il est ne´cessaire
que z(1) et z(2) aient le meˆme type de Nielsen-Thurston.
Si les tresses z(k) (k = 1, 2) sont pe´riodiques ou pseudo-Anosov, alors les tresses x(k) sont conju-
gue´es si et seulement si deux conditions sont ve´rifie´es : le nombre de croisements des deux brins
entoure´s par Ck est le meˆme, et les deux tresses z(k) sont conjugue´es. Encore une fois, cela peut
eˆtre teste´ tre`s rapidement. Si les deux tresses z(k) sont re´ductibles, on peut trouver des tresses a` 4
brins u(k) conjugue´es a` x(k) telles que u(k) a deux courbes de re´duction rondes, chacune d’elles
entourant 2 trous. L’e´le´ment conjugant peut eˆtre exprime´ explicitement ; d’abord en calculant une
tresse a` 3 brins qui conjugue z(k) vers une tresse uˆ(k) avec une courbe de re´duction ronde ; puis
en dupliquant dans cette dernie`re tresse le brin correspondant a` la courbe Ck. Alors, x(1) et x(2)
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sont conjugue´es si et seulement si les deux gros brins dans les u(k) ont le meˆme nombre de croise-
ments et si les paires non ordonne´es des nombres de croisements des brins a` l’inte´rieur des courbes
co¨ıncident dans u(1) et u(2). Tout cela est faisable en temps O(l3). 
6.3. La re´ductibilite´ est aise´e a` de´tecter dans le Super Summit Set
Nous prouvons maintenant la proposition 6.2.1.
6.3.1. Notations et sche´ma de la preuve. Nous raisonnons par contradiction. Supposons
donc qu’il existe une tresse re´ductible a` 4 brins, e´le´ment de son propre Super Summit Set, et
admettant une courbe de re´duction essentielle de complexite´ supe´rieure ou e´gale a` 2 et entourant 3
trous. On peut supposer que cette tresse est positive, quitte a` multiplier par une puissance de ∆2.
De plus, on peut supposer que la courbe de re´duction conside´re´e est de complexite´ exactement 2 (en
vertu du the´ore`me 3.2.4 et de la connexite´ des Super Summit Sets (proprie´te´ 2.3.3), la conjugaison
par un pre´fixe convenable du standardisateur d’une courbe de complexite´ strictement supe´rieure
a` 2 fournit un autre e´le´ment du Super Summit Set avec une courbe de re´duction essentielle de
complexite´ 2). Enfin, on peut supposer que ℓ(x) > 1 car aucune tresse de longueur canonique
infe´rieure ou e´gale a` 1 dans B4 ne satisfait les conditions pre´ce´dentes.
Soit donc x ∈ B+4 re´ductible, avec ℓ(x) > 1, x ∈ SSS(x) et admettant une courbe de re´duction
essentielle de complexite´ 2 entourant 3 trous. Soit C cette courbe. Rappelons que C est ne´cessaire-
ment fixe´e par l’action de x. La tresse x admet un brin pur, correspondant au trou qui n’est pas
entoure´ par C ; on appelle ce brin le brin exte´rieur. Les trois autres brins sont dits inte´rieurs. De
plus, on note xˆ la tresse a` 3 brins obtenue a` partir de x en enlevant le brin exte´rieur.
La preuve se de´roule de la fac¸on suivante. D’abord, nous donnons une liste des courbes de com-
plexite´ 2 entourant 3 trous dans D4. Ensuite, nous prouvons que x et xˆ ont la meˆme longueur
canonique, et que xˆ ∈ SSS(xˆ), ainsi (proposition 2.3.18) xˆ est une tresse rigide. Enfin, nous mon-
trons, a` l’aide de la proposition 3.3.2 et de la rigidite´ de xˆ, qu’aucune des courbes de la liste dresse´e
au paragraphe 6.3.2 ne peut eˆtre une courbe de re´duction essentielle de x. Cela est mene´ a` bien
graˆce a` une e´tude de´taille´e des liens entre les formes normales de x et de xˆ.
6.3.2. Courbes de complexite´ 2 entourant 3 trous dans D4. Nous classifions les (classes
d’isotopie de) courbes ferme´es simples non de´ge´ne´re´es de complexite´ 2 entourant 3 trous dans D4.
Les (classes d’isotopie de) courbes entourant 3 trous dans D4 peuvent eˆtre de´crites a` l’aide de
classes d’homotopie d’arcs reliant un des trous au bord ∂D4. Les homotopies permises ont lieu
relativement au trou mis en jeu et autorisent des glissements de l’autre extreˆmite´ le long de ∂D4.
Etant donne´ un tel arc γ, le bord du comple´mentaire dans D4 d’un voisinage tubulaire de γ∪∂D4 est
alors la courbe ferme´e simple associe´e a` γ. De plus, les arcs associe´s a` des courbes de complexite´ 2
ont un nombre d’intersection au plus 1 avec chaque ligne verticale dans le disque et au moins 1
avec le diame`tre horizontal (sans compter les extreˆmite´s).
La figure 2 repre´sente toutes les possibilite´s de tels arcs. Les deux commentaires suivants concernant
cette figure seront utiles au paragraphe 6.3.4.
Remarque 6.3.1. (1) Les courbes de type 1 et 2 sont les syme´triques l’une de l’autre par rapport
au diame`tre horizontal. Ainsi, cette syme´trie est pre´serve´e en faisant agir σi sur l’une d’elles et σ
−1
i
sur l’autre. Les courbes 3 et 4 sont relie´es par la meˆme syme´trie.
(2) On peut obtenir les courbes 3 a` partir des courbes 2 (et 4 a` partir de 1) par action de ∆. De
plus, cette syme´trie est pre´serve´e par les actions respectives d’une tresse x et de son conjugue´ τ(x).
6.3.3. Les deux tresses x et xˆ ont la meˆme longueur canonique. Pour une tresse
re´ductible y ∈ B4 avec une courbe de re´duction essentielle entourant 3 points, on note vy le
nombre de croisements dans y, compte´s avec signe, dans lesquels le brin exte´rieur est mis en jeu.
Le nombre vy est un invariant de la classe de conjugaison de y.





















lemme 6.3.2. Soit y ∈ B4 une tresse positive re´ductible avec une courbe de re´duction essentielle
de complexite´ 2 entourant 3 trous. Alors vy < 3 sup(y).
De´monstration. Comme y ∈ B+4 , y est le produit de sup(y) e´le´ments simples. Or dans
chaque tresse simple le brin exte´rieur a au plus 3 croisements, d’ou` vy 6 3 sup(y). Supposons que
l’on ait l’e´galite´. Alors le brin exte´rieur croise tous les autres brins dans chaque facteur de la forme
normale de y. Si le brin exte´rieur est le premier ou le quatrie`me, alors sup(y) doit eˆtre pair (ce
brin exte´rieur est pur) et la courbe ronde entourant les trous 2,3 et 4 (respectivement 1,2 et 3)
est pre´serve´e par y. C’est une contradiction car ces deux courbes rondes ont une intersection non
vide avec chaque courbe de la figure 2.
Si le brin exte´rieur est le second ou le troisie`me, alors les facteurs de la forme normale de y distincts
de ∆ doivent eˆtre alternativement σ1σ2σ1σ3σ2 et σ2σ3σ2σ1σ2, de sorte que sup(y) est encore pair
(le brin exte´rieur est pur) et les courbes rondes entourant les trous nume´rote´s 1 et 2 d’une part, 3
et 4 d’autre part, sont pre´serve´es par y. C’est encore une contradiction. 
Voyons maintenant que la longueur canonique n’est pas affecte´e en enlevant le brin exte´rieur de x :
proposition 6.3.3. On a les e´galite´s inf(xˆ) = inf(x) et sup(xˆ) = sup(x).
De´monstration. D’abord, remarquons que sup(xˆ) 6 sup(x) et inf(xˆ) > inf(x) puisque xˆ
est obtenu de x en enlevant un brin. Soit P le standardisateur de C. En enlevant le brin exte´rieur
de xP on obtient une tresse a` 3 brins x′, conjugue´e a` xˆ: si P ′ ∈ B3 est obtenu a` partir de P en
enlevant le brin exte´rieur, alors x′ = xˆP
′
. Puisque xP pre´serve une courbe ronde entourant 3 trous,
on peut e´crire (voir [42])
xP = 〈x0〉x1,
avec x0 ∈ B2 and x1 ∈ B3. (Cette notation signifie que x1 est la tresse obtenue a` partir de xP
en enlevant le brin exte´rieur et x0 est la tresse a` 2 brins obtenue en conside´rant x1 comme un
gros brin.) Remarquons que x1 = x
′. Ainsi si P ′′ est la tresse a` 4 brins obtenue a` partir de P ′ en
ajoutant un brin “trivial” a` la position convenable et si on de´finit X = xPP
′′−1
, alors X = 〈x0〉xˆ ;
autrement dit X est un conjugue´ de x dans lequel on a une tresse tubulaire e´gale a` xˆ et un brin
exte´rieur qui se croisent vX3 fois : x0 = σ
vX/3
1 ).
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Maintenant, on a ( [42], lemme 3.6)
sup(X) = max(sup(x0), sup(xˆ))
et puisque x ∈ SSS(x) on a sup(X) > sup(x).
Nous prouvons maintenant que sup(x0) < sup(X) (et en particulier sup(X) = sup(xˆ)). En effet, si
on avait sup(X) = sup(x0), alors on aurait l’e´galite´ vX = 3 sup(X) car la courbe pre´serve´e par X
est ronde. On a aussi, puisque x et X sont conjugue´es, vx = vX . Or, en vertu du lemme 6.3.2,
vx < 3 sup(x). Ainsi,
vx < 3 sup(x) 6 3 sup(X) = vX = vx,
contradiction. La deuxie`me partie de la propositon en de´coule puisqu’alors
sup(xˆ) 6 sup(x) 6 sup(X) = sup(xˆ).
De manie`re similaire,
inf(X) = min(inf(x0), inf(xˆ)).
De plus, on a inf(X) < inf(x0), puisqu’en cas d’e´galite´, ∆
− inf(X)X appartiendrait au sous-groupe
de B4 engendre´ par σ1 et σ2 (ou au sous-groupe engendre´ par σ2 et σ3). Dans la terminologie de
la section 6 de [42], une tresse conjugue´e a` une tresse appartenant a` un sous-groupe parabolique
standard strict de Bn est appele´e split. De plus, inf(X) doit eˆtre pair (puisque le brin exte´rieur
est pur), et dans ce cas, ∆− inf(X)x (conjugue´e a` ∆− inf(X)X) serait aussi split et positive (puisque
x ∈ SSS(x), on a inf(X) 6 inf(x)) de sorte que la proposition 6.2 de [42] impliquerait que les
courbes exte´rieures de CRS(∆− inf(X)x) = CRS(x) sont rondes. C’est impossible puisque les seuls
cercles qui ne croisent pas les courbes de la figure 2 sont strictement entoure´s par ces courbes.
Ainsi,
inf(X) = inf(xˆ) > inf(x) > inf(X),
la dernie`re ine´galite´ puisque x ∈ SSS(x). On obtient finalement
inf(X) = inf(xˆ) = inf(x).
Cela prouve la proposition et nous remarquons aussi que X ∈ SSS(x). 
corollaire 6.3.4. Avec les notations pre´ce´dentes, on a xˆ ∈ SSS(xˆ).
De´monstration. Supposons au contraire qu’il existe une tresse zˆ conjugue´e a` xˆ avec inf(zˆ) >
inf(xˆ) ou sup(zˆ) < sup(xˆ). Soit aussi yˆ l’e´le´ment les conjuguant, i.e. zˆ = xˆyˆ. Soit X comme dans la
preuve de la proposition 6.3.3, i.e. X = 〈x0〉 xˆ. Soit z la tresse a` 4 brins obtenue en conjuguant X
par yˆ augmente´ d’un brin trivial en position convenable, de sorte que z a la meˆme courbe de
re´duction essentielle que X et z = 〈x0〉zˆ.
A l’aide du meˆme argument (base´ sur le lemme 6.3.2) que dans la preuve de la proposition 6.3.3
et avec z jouant le roˆle de X , on a sup(z) = sup(zˆ) et inf(z) = inf(zˆ).
Cela apporte la condition souhaite´e puisque x ∈ SSS(x) et z est un conjugue´ de x pour lequel
notre hypothe`se implique :
sup(z) = sup(zˆ) < sup(xˆ) = sup(x);
ou
inf(z) = inf(zˆ) > inf(xˆ) = inf(x).

corollaire 6.3.5. La tresse xˆ est rigide.
De´monstration. On a ℓs(xˆ) = ℓ(xˆ) = ℓ(x) > 1 ; voir alors la proposition 2.3.18. 
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6.3.4. Analyse de la forme normale de x. Nous de´montrons par l’absurde la Proposi-
tion 6.2.1, graˆce au lemme suivant :
lemme 6.3.6. Aucune des courbes repre´sente´es dans la figure 2 ne peut eˆtre une courbe de re´duction
essentielle pour x.
La preuve de cet e´nonce´ repose sur une analyse de´taille´e des facteurs de la forme normale de x.
Ceux-ci sont compose´s d’une tresse a` 3 brins (inte´rieure) et, e´ventuellement, d’un mouvement du
brin exte´rieur. A cause des e´galite´s sup(x) = sup(xˆ) et inf(x) = inf(xˆ) (voir proposition 6.3.3),
aucun des facteurs de x n’a sa composante inte´rieure triviale ou e´gale a` ∆3. Selon la Proposi-
tion 2.3.17, les facteurs de la forme normale de xˆ sont exactement les composantes inte´rieures des
facteurs de la forme normale de x. Rappelons que les seuls e´le´ments simples distincts de ∆ et de 1





























































La table 1 de´crit toutes les valeurs que peut prendre un e´le´ment simple non trivial distinct de ∆
dans B4, selon la position initiale du brin exte´rieur et la valeur de la tresse inte´rieure (dans B3).
Chaque valeur possible pour la tresse inte´rieure donne lieu a` 4 tresses simples a` 4 brins, selon le
mouvement du brin exte´rieur. Jusqu’a` la fin de cette section, nous ne re´pe´tons pas “non trivial,
distinct de ∆”, cela est toujours implicitement suppose´.
On a vu que les courbes pour lesquelles le brin exte´rieur est le troisie`me ou le quatrie`me sont images
sous l’action de ∆ de courbes dont le brin exte´rieur est le deuxie`me, respectivement le premier.
Ainsi, si le brin exte´rieur est en troisie`me (ou en quatrie`me position), les e´le´ments simples de B4
dont le facteur inte´rieur est σ1, σ1σ2, σ2, ou σ2σ1 sont les images par l’automorphisme τ de B4 des
e´le´ments simples de B4 avec brin exte´rieur en deuxie`me (ou premie`re) position et tresse inte´rieure
e´gale respectivement a` σ2, σ2σ1, σ1, ou σ1σ2. Cela nous permet de construire le reste de la table 1
(que nous ne repre´sentons pas ici), c’est a` dire les situations ou` le brin exte´rieur porte le nume´ro 3
ou 4.
6.3.5. Preuve du lemme 6.3.6. Nous devons garder a` l’esprit la proposition 3.3.2, dont
nous faisons un usage constant. Cette proposition affirme que si la forme normale de x est
∆px1 · · ·xr et si x pre´serve une courbe de complexite´ 2, alors pour tout i = 1, . . . , r, l’image
de la courbe en question sous l’action de ∆px1 · · ·xi est une courbe de complexite´ au plus 2.
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Les 4 lemmes suivants e´liminent toutes les courbes repre´sente´es dans la figure 2.
lemme 6.3.7. Aucune courbe de type T ne peut eˆtre une courbe de re´duction essentielle pour x.
De´monstration. Remarquons d’abord qu’a` cause des syme´tries entre les courbes, il est
suffisant de prouver le lemme pour les courbes T1 et T2.
Pour chacune des courbes T1 et T2, le brin exte´rieur est le premier brin. Les tresses simples a` 4 brins
dont le brin exte´rieur est le premier et dont la composante inte´rieure commence par la lettre σ2
(respectivement σ1) envoient la courbe T2 (respectivement T1) sur une courbe strictement plus
complexe. A cause des syme´tries e´voque´es plus haut, les tresses simples a` 4 brins dont le brin
exte´rieur est le quatrie`me et dont la composante inte´rieure commence par la lettre σ1 (respective-
ment σ2) envoie la courbe T3 (respectivement T4) sur une courbe strictement plus complexe. De
meˆme, en vertu de la Remarque 6.3.1, l’action de l’inverse d’une tresse simple a` 4 brins dont le
brin exte´rieur est le premier et dont la composante inte´rieure commence par la lettre σ−11 (res-
pectivement σ−12 ) sur la courbe T2 (respectivement T1) re´sulte en une courbe strictement plus
complexe (et ainsi en est il e´galement de l’action de l’inverse d’une tresse simple a` 4 brins dont
le brin exte´rieur est en quatrie`me position et dont la composante inte´rieure commence avec la
lettre σ−12 (respectivement σ
−1
1 ) sur la courbe T3 (respectivement T4).
Supposons maintenant que l’une des courbes T1 ou T2 est une courbe de re´duction essentielle
pour x.
Si inf(x) est pair, alors le premier facteur de ∆− inf(x)xˆ doit commencer par la lettre σ2 (respecti-
vement σ1), en vertu de la proposition 3.3.2 et du paragraphe pre´ce´dent.
La rigidite´ de xˆ implique alors que le dernier facteur de xˆ (qui est la composante inte´rieure du
dernier facteur de x) doit se terminer par la lettre σ2 (respectivement σ1). A cause des syme´tries
entre les courbes T1 et T2, l’image de la courbe de re´duction essentielle au de´but du dernier facteur
de x doit eˆtre de complexite´ strictement supe´rieure a` 2. Cela contredit la proposition 3.3.2.
Si inf(x) est impair, alors la courbe de re´duction essentielle au de´but du premier facteur de x dis-
tinct de ∆ est T4 (respectivement T3). Par conse´quent la premie`re lettre de ∆
− inf(x)
3 xˆ doit eˆtre σ1
(respectivement σ2). Et par la rigidite´ de xˆ, la dernie`re lettre de xˆ doit donc eˆtre σ2 (respective-
ment σ1). On obtient une contradiction comme pre´ce´demment en conside´rant les syme´tries par
rapport a` l’axe horizontal.
Ces deux cas et la remarque au de´but de la preuve concluent la de´monstration du lemme 6.3.7. 
Les ingre´dients principaux des preuves des 3 lemmes suivants sont la proposition 3.3.2 et la pon-
de´ration des paires de facteurs conse´cutifs dans la forme normale de xˆ ; nous utilisons ces deux
faits implicitement de nombreuses fois.
lemme 6.3.8. Aucune courbe de type U ne peut eˆtre une courbe de re´duction essentielle pour x.
De´monstration. Comme pre´ce´demment nous prouvons le lemme seulement pour les cour-
bes U1 et U2. Pour obtenir une contradiction, nous supposons que l’une des courbes U1 ou U2 est
une courbe de re´duction essentielle pour x. La proposition 3.3.2 implique alors que l’image de cette
courbe apre`s chaque facteur de la forme normale de x est une courbe de complexite´ au plus 2.
Affirmation 6.3.9. Supposons que la courbe U1 est une courbe de re´duction essentielle pour x.
Alors la premie`re lettre de ∆
− inf(x)
3 xˆ est{
σ1 si inf(x) est pair,
σ2 si inf(x) est impair.
De´monstration. Pour montrer l’Affirmation 6.3.9, il est suffisant de prouver que si l’infimum
de x est nul et la premie`re lettre de xˆ est σ2, alors x ne peut transformer U1 ni en U1 ni en U4.
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Cela prouve en effet la premie`re partie de l’affirmation. Pour la seconde partie (inf(x) impair),
si U1 est pre´serve´e par x, ∆− inf(x)x doit transformer U∆1 = U4 en U1. Mais cela est impossible si
la premie`re lettre de ∆− inf(x)xˆ est σ1, comme le montre notre assertion apre`s conjugaison par ∆.
La figure 3(a) illustre la preuve de cette affirmation.
Supposons donc que inf(x) = 0. Nous voulons montrer que si la premie`re lettre de xˆ est σ2, alors
l’action de x sur U1 ne peut jamais produire U1 ni U4. Nous regardons quelles tresses simples a` 4
brins pourraient eˆtre les facteurs de la forme normale de x, en supposant que la premie`re lettre
de xˆ est σ2. Parmi les 8 tresses simples a` 4 brins dont le brin exte´rieur est en deuxie`me position et
la composante inte´rieure commence par la lettre σ2, seulement 2 n’augmentent pas la complexite´
de la courbe U1. Ce sont σ3σ2σ3 et σ3σ2σ3σ1.
La premie`re envoie U1 sur T4 et la seconde sur S4. Leur composante inte´rieure est σ2, respective-
ment σ2σ1. Or, la courbe T4 est envoye´e sur des courbes de complexite´ strictement plus grande
par des tresses simples a` 4 brins dont la composante inte´rieure commence par la lettre σ2 (voir
lemme 6.3.7). La seule possibilite´ restante est donc la seconde.
Les seules tresses simples a` 4 brins dont la composante inte´rieure commence par la lettre σ1, dont
le brin exte´rieur est le quatrie`me (comme dans la courbe S4) et dont l’action n’augmente pas la
complexite´ de la courbe S4 sont σ1σ3σ2σ1 et σ1σ2σ3σ2σ1. La premie`re transforme S4 en T1 et sa
tresse inte´rieure est σ1, tandis que la seconde envoie S4 sur S1 et sa tresse inte´rieure est σ1σ2. Le
lemme 6.3.7 exclut le premier cas. Examinons la deuxie`me alternative. Le prochain facteur de la
forme normale de x est pre´ce´de´ par la courbe S1 et sa composante inte´rieure commence par la
lettre σ2. Cette situation est l’image sous l’action de ∆ de la situation que nous venons de de´crire
au de´but du facteur pre´ce´dent. Par conse´quent, ce troisie`me facteur doit eˆtre τ(σ1σ2σ3σ2σ1) =
σ1σ2σ3σ2σ1. Apre`s son action, la courbe obtenue est S4. Au total on voit que si la tresse inte´rieure
commence par la lettre σ2, la courbe U1 ne peut eˆtre ni pre´serve´e ni transforme´e en U4 par x. Cela
montre l’Affirmation 6.3.9. 
Affirmation 6.3.10. Supposons que la courbe U2 est une courbe de re´duction essentielle pour x.
Alors la premie`re lettre de ∆
− inf(x)
3 xˆ est{
σ2 si inf(x) est pair,
σ1 if inf(x) est impair.
De´monstration. Il est suffisant de prouver que si inf(x) = 0 et la premie`re lettre de xˆ est σ1,
alors x ne peut transformer U2 ni en U2 ni en U3(= U∆2 ). La figure 3(b) illustre la preuve de cette
affirmation.
Seule l’action de deux des 8 tresses simples a` 4 brins dont le brin exte´rieur est en deuxie`me position
et dont la composante inte´rieure commence par la lettre σ1 n’augmente pas la complexite´ de la
courbe U2. Les tresses concerne´es sont σ1σ2 et σ1σ2σ3.
La premie`re a sa tresse inte´rieure e´gale a` σ1 et envoie U2 sur S2. La seconde a sa tresse inte´rieure
e´gale a` σ1σ2 et envoie U2 sur T2. Le lemme 6.3.7 exclut ce cas puisque la courbe T2 est toujours
envoye´e sur une courbe strictement plus complexe par un e´le´ment simple dont la composante
inte´rieure commence par la lettre σ2. Nous examinons donc la premie`re alternative.
Les seules tresses simples a` 4 brins dont la composante inte´rieure commence par la lettre σ1 avec
le brin exte´rieur en premie`re position (comme dans la courbe S2) et dont l’action n’augmente pas
la complexite´ de la courbe S2 sont σ2 (tresse inte´rieure σ1) dont l’action fixe S2 et σ2σ3 (tresse
inte´rieure σ1σ2) dont l’action transforme S2 en T2. Encore une fois, le lemme 6.3.7 exclut ce dernier
cas. Au total, on a montre´ que si la premie`re lettre de xˆ est σ1, la courbe U2 ne peut eˆtre fixe´e
par x, ni transforme´e en U3. Cela de´montre l’Affirmation 6.3.10. 
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Figure 3. (a) Les tresses simples a` 4 brins dont la composante inte´rieure com-
mence avec la lettre σ2 agissant sur la courbe U1. (b) Les tresses simples a` 4
brins dont la composante inte´rieure commence avec la lettre σ1 agissant sur la
courbe U2. Les lettres souligne´es indiquent les tresses inte´rieures (a` 3 brins). Les
croix en gras indiquent des courbes de complexite´ strictement plus grande que 2.
Dans la partie (a) on peut e´galement voir l’action sur la courbe S4 des tresses
simples a` 4 brins dont la composante inte´rieure commence par la lettre σ1 ; et
dans la partie (b) l’action sur la courbe S2 des tresses simples a` 4 brins dont
la composante inte´rieure commence par la lettre σ2. Nous ferons usage de cette
observation au lemme 6.3.11.
Supposons maintenant que U1 est pre´serve´e par l’action de x. On a donc aussi (U1)
x−1 = U1.
En utilisant la syme´trie par rapport a` l’axe horizontal, cela implique U
rev(x)
2 = U2, (ou` rev est
l’anti-automorphisme σi 7→ σi).
La tresse inte´rieure de rev(x) est rev(xˆ) et en vertu de la proposition 2.3.17, si ∆p3xˆ1 . . . xˆr est la
forme normale de xˆ, alors rev(xˆr). . .rev(xˆ1) est la forme normale de rev(xˆ)∆
−p
3 .
Puisque xˆ est rigide, l’Affirmation 6.3.9 implique que la dernie`re lettre de xˆ doit eˆtre σ1. En d’autres
termes la premie`re lettre de rev(xˆr) doit eˆtre σ1. En reprenant la preuve de l’Affirmation 6.3.10, on
voit alors que rev(x)∆− inf(x) ne peut transformer la courbe U2 en aucune des courbes de type U
(voir figure 3); contradiction.
Si U2 est pre´serve´e par x, la rigidite´ de xˆ et l’Affirmation 6.3.10 impliquent que la dernie`re lettre
de xˆ doit eˆtre σ2. Cela conduit a` une contradiction de la meˆme manie`re que pre´ce´demment. 
lemme 6.3.11. Aucune courbe de type S ne peut eˆtre une courbe de re´duction essentielle pour x.
De´monstration. Le sche´ma de la preuve est similaire a` celui de la preuve du lemme 6.3.8 ;
voir aussi le diagramme de la figure 3. Notons que l’hypothe`se que la courbe est essentielle n’est
pas utilise´e dans la preuve du lemme 6.3.8, mais seulement le fait que la courbe est pre´serve´e.
Cette hypothe`se n’est pas superflue dans le cas des courbes S.
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D’une part, il existe une tresse a` 4 brins d’infimum 0 dont la composante inte´rieure commence par
la lettre σ2 et qui transforme S1 en S1 (respectivement S4). Il s’agit de (σ1σ3σ2σ1σ3)m, pour m
pair (respectivement m impair). Mais si ∆− inf(x)x = (σ1σ3σ2σ1σ3)
m pour un entier m, alors x
pre´serve les cercles entourant d’une part les trous 1 et 2 et d’autre part les trous 3 et 4 ; ainsi S1
ne peut eˆtre une courbe de re´duction essentielle.
D’autre part, il existe une tresse a` 4 brins d’infimum 0 dont la composante inte´rieure commence
par la lettre σ1 et qui pre´serve S2 : il s’agit de σm2 , pour un entier m positif. Mais si x = ∆
inf(x)σm2
et fixe S2, alors inf(x) doit eˆtre pair et alors le cercle entourant les trous 1, 2 et 3, qui a une
intersection non vide avec S2, est pre´serve´ par x, contredisant le fait que S2 est une courbe de
re´duction essentielle.
A ce stade, nous avons prouve´ les analogues des Affirmations 6.3.9 et 6.3.10 du lemme 6.3.8 ; la
conclusion, se fait de manie`re similaire, en utilisant la rigidite´ de xˆ. 
lemme 6.3.12. Aucune courbe de type R ne peut eˆtre une courbe de re´duction essentielle pour x.
De´monstration. La preuve est inspire´e de celle du lemme 6.3.8. Encore une fois, nous prou-
vons l’e´nonce´ seulement pour les courbes R1 et R2.
Affirmation 6.3.13. Supposons que la courbe R1 est une courbe de re´duction essentielle pour x.
Alors la premie`re lettre de ∆
− inf(x)
3 xˆ est{
σ2 si inf(x) est pair,
σ1 si inf(x) est impair.
De´monstration. Pour montrer cette affirmation, nous proce´dons comme au lemme 6.3.8 en
montrant que si inf(x) = 0 et la premie`re lettre de xˆ est σ1, alors x ne peut transformer R1 en R1
ni R4, sauf a` contredire le fait que R1 est une courbe de re´duction essentielle de x.
Le raisonnement est illustre´ par la figure 4 (a). Supposons que inf(x) = 0 et que la premie`re lettre
de xˆ est σ1. Les seules tresses simples a` 4 brins dont le brin exte´rieur est en premie`re position, dont
la composante inte´rieure commence par la lettre σ1 et dont l’action n’augmente pas la complexite´
de la courbe R1 sont σ2σ1σ2, σ2σ1σ2σ3 et σ2σ3σ1σ2σ3. Les deux premie`res induisent σ1 sur les
brins inte´rieurs. Leur action transforme R1 en U4, respectivement T3. En vertu du lemme 6.3.7, on
peut exclure σ2σ1σ2σ3. L’autre cas est l’image sous l’action de ∆4 de la situation de´crite au lemme
6.3.8. Dans aucun de ces cas la courbe R1 ne peut eˆtre pre´serve´e par x ni transforme´e en R4.
Ainsi, la seule possibilite´ restante est σ2σ3σ1σ2σ3, dont la tresse inte´rieure est σ1σ2. L’action de
cette tresse transforme R1 en R4. Selon la discussion que nous venons de mener, le facteur suivant
dans la forme normale de x doit eˆtre τ(σ2σ3σ1σ2σ3) = σ2σ1σ3σ2σ1 (puisque R4 = R∆1 ). Cet
e´le´ment simple a pour tresse inte´rieure σ2σ1 et son action sur R4 fournit la courbe R1. Ainsi, la
tresse x doit consister en une succession des facteurs σ2σ3σ1σ2σ3 et σ2σ1σ3σ2σ1 alternativement.
Mais alors x pre´serve des courbes rondes (les deux cercles entourant respectivement les trous 1
et 2 et les trous 3 et 4) qui ont une intersection non vide avec la courbe R1. Cela ache`ve la preuve
de notre affirmation. 
Affirmation 6.3.14. Supposons que la courbe R2 est une courbe de re´duction essentielle pour x.
Alors la premie`re lettre de ∆
− inf(x)
3 xˆ est{
σ1 si inf(x) est pair,
σ2 si inf(x) est impair.
De´monstration. Il s’agit de prouver que si inf(x) = 0 et la premie`re lettre de xˆ est σ2,
alors la courbe R2 ne peut pas eˆtre pre´serve´e par x (ni envoye´e sur R3) a` moins de ne pas eˆtre
essentielle.
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Figure 4. (a) Les tresses simples a` 4 brins dont la composante inte´rieure com-
mence par la lettre σ1 agissant sur R1. (b) Les tresses simples a` 4 brins dont la
composante inte´rieure commence par la lettre σ2 agissant sur R2. Les lettres sou-
ligne´es de´signent les facteurs inte´rieurs. Les croix en gras indiquent des courbes
de complexite´ strictement supe´rieure a` 2. Les facteurs dont l’action fournit im-
me´diatement des courbes de complexite´ strictement supe´rieure a` 2 ne sont pas
repre´sente´s. La spirale dans la partie (a) renvoie a` la figure 3 (a) (apre`s l’action
de ∆), celle de la Partie (b) a` la figure 3 (b).
La figure 4(b) illustre la de´monstration. Les seules tresses simples a` 4 brins dont la composante
inte´rieure commence par la lettre σ2 et dont l’action n’augmente pas la complexite´ de la courbe R2
sont σ3, σ3σ2 et σ3σ2σ1. La premie`re a pour tresse inte´rieure σ2, les deux autres σ2σ1.
L’action de σ3σ2 et σ3σ2σ1 transforme R2 en T1 et U2, respectivement. Le Lemme 6.3.7 exclut
σ3σ2 et en vertu du lemme 6.3.8, la tresse x ne peut pre´server la courbe R2 ni la transformer
en R3 si le premier facteur de ∆− inf(x) est σ3σ2σ1.
Enfin, si le premier facteur est σ3 (avec facteur inte´rieur σ2), la courbe R2 est invariante sous
l’action de ce facteur et dans ce cas, x pre´serve R2 si et seulement si x = ∆inf(x)σm3 , pour un
certain entier naturel m. Dans ce cas, x pre´serve une courbe ronde (i.e. le cercle entourant les
trous nume´rote´s 2,3 et 4) dont l’intersection avec R2 n’est pas vide. Cela termine la preuve de
notre affirmation. 
A cause des Affirmations 6.3.13 et 6.3.14, la dernie`re lettre de xˆ est de´termine´e puisque xˆ est rigide
et on peut conclure exactement comme dans la preuve du lemme 6.3.8. Cela ache`ve la preuve du
lemme 6.3.12. 
Les 4 lemmes pre´ce´dents impliquent le lemme 6.3.6; puisque nous avions une description exhaustive
des courbes de complexite´ 2 de D4 entourant 3 trous, cela prouve la proposition 6.2.1.
Pour conclure ce chapitre, nous donnons maintenant quelques exemples en lien avec la proposi-
tion 6.2.1. Les exemples en question ont e´te´ obtenus a` l’aide de [37].
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Le cas des courbes presque-rondes dans la proposition 6.2.1 ne peut pas eˆtre omis ; il existe des
tresses re´ductibles a` 4 brins dans leur Super Summit Set qui pre´servent une courbe de re´duction
essentielle presque-ronde entourant trois trous.
Exemple 6.3.15. Conside´rons la tresse
x = σ1σ2σ3σ2.σ2σ1σ3.σ3σ1.σ3σ2σ1.σ1 ∈ B4,
qui est ainsi e´crite en forme normale. Alors x ∈ SSS(x) et x pre´serve une courbe de re´duction
essentielle entourant 3 trous. Voir figure 5(a).
Des exemples similaires existent avec des courbes de re´duction entourant 2 trous :
Exemple 6.3.16. Soit y ∈ B4 donne´e par
y = σ2σ3σ1.σ1σ2σ3σ2.σ2.σ2σ3.
Alors y est un e´le´ment de son propre SSS, n’a pas de courbe de re´duction ronde, et pre´serve une
courbe de re´duction presque-ronde entourant 2 trous. Voir figure 5(b).
Figure 5. Les tresses x et y et leurs courbes de re´duction essentielles. Les traits
pointille´s se´parent les diffe´rents facteurs de la forme normale.
Enfin, nous conjecturons que l’on peut e´tendre les techniques de la pre´sente section pour de´montrer
l’analogue de la proposition 6.2.1 pour des courbes entourant 2 trous, e´vitant ainsi le recours au
groupe modulaire de la sphe`re S5. Toutefois, les courbes de complexite´ 2 entourant 2 trous sont
plus nombreuses que celles entourant 3 trous, rendant ainsi le raisonnement encore plus complique´
et technique.
CHAPITRE 7
Le proble`me de re´ductibilite´ et la proprie´te´ de borne
line´aire
Dans ce chapitre, nous faisons entrer en jeu le the´ore`me 1.3.5. Ce re´sultat d’une tre`s grande
importance va nous permettre de de´montrer, dans le cas des tresses rigides pseudo-Anosov, la
Conjecture 2.3.9 (c’est l’objet de la section 7.1). A l’aide d’un re´sultat de Birman, Gebhardt et
Gonza´lez-Meneses sur les tresses pseudo-Anosov, nous en de´duisons dans la section 7.2 un nou-
vel algorithme pour re´soudre le proble`me de re´ductibilite´ dans Bn, suivant l’article [12]. Notre
algorithme est de complexite´ quadratique par rapport a` la longueur, pour tout n fixe´. Toutefois,
nous devons constater que la constante apparaissant dans l’e´nonce´ du the´ore`me 1.3.5 n’est pas
explicitement connue (meˆme dans le cas des groupes de tresses). Ainsi l’algorithme que nous de´ve-
loppons ne peut eˆtre imple´mente´ effectivement pour le moment ; le the´ore`me 7.2.1 est seulement
un re´sultat d’existence, dans l’e´tat actuel des connaissances.
7.1. La borne line´aire sur les e´le´ments conjugants
Dans la suite, nous supposons qu’une des structures de Garside classique ou duale de Bn a e´te´
fixe´e. Rappelons de la section 2.1 que pour x ∈ Bn, |x| est la longueur de x par rapport a` l’ensemble
des e´le´ments simples (c’est a` dire la longueur de sa forme canonique mixte). La pre´sente section
est consacre´e a` la de´monstration du re´sultat suivant :
the´ore`me 7.1.1. Il existe une constante C(n) (qui de´pend seulement de n et de la structure de
Garside choisie) telle que pour toute tresse x ∈ SSS(x) pseudo-Anosov on a l’e´quivalence suivante :
x a un conjugue´ rigide si et seulement si sC(n)·|x|(x) est rigide.
Nous observons que cela donne une preuve partielle de la Conjecture 2.3.9, comme nous l’avions
annonce´. Etant donne´ une tresse x pseudo-Anosov admettant un conjugue´ rigide et telle que
x ∈ SSS(x), le the´ore`me 7.1.1 garantit qu’un conjugue´ rigide (ou de manie`re e´quivalente un
e´le´ment de SC(x)) est trouve´ apre`s seulement C(n) · |x| ite´rations de l’ope´ration s. Autrement
dit, si une tresse pseudo-Anosov (dans son Super Summit Set) a des conjugue´s rigides, alors le
glissement cyclique converge vers l’un d’eux en temps line´aire par rapport a` la longueur de la
tresse.
La preuve du the´ore`me 7.1.1 repose sur deux re´sultats importants. Le premier d’entre eux est la
proprie´te´ de borne line´aire sur les e´le´ments conjugants dans le groupe modulaire (The´ore`me 1.3.5).
Comme nous l’avons mentionne´, la preuve du the´ore`me 1.3.5 repose sur la classification de Nielsen-
Thurston et a e´te´ e´tablie en deux parties : la plus re´cente dans le cas re´ductible et pe´riodique, duˆe a`
Jing Tao, comple`te le travail de Masur et Minsky [44] ou` seuls les e´le´ments pseudo-Anosov e´taient
conside´re´s. Nous ne faisons pas usage de toute la ge´ne´ralite´ de ce re´sultat : seul le cas pseudo-
Anosov va eˆtre utilise´. De plus, comme nous sommes inte´resse´s spe´cialement par les groupes de
tresses, nous reformulons une version restreinte du the´ore`me 1.3.5 adapte´e a` nos desseins :
the´ore`me 7.1.2. ( [44], Theorem 7.2). Soit G un syste`me de ge´ne´rateurs du groupe modulaire
Mod(Sn+1). Il existe une constante γ(G), qui de´pend seulement de G, telle que deux e´le´ments
pseudo-Anosov conjugue´s de Mod(Sn+1) peuvent l’eˆtre par un e´le´ment w satisfaisant
|w|G 6 γ(G)(|x|G + |y|G),
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(ou` | · |G est la longueur des mots par rapport au syste`me ge´ne´rateur G).
Nous en de´duisons un re´sultat analogue pour les groupes de tresses. Nous l’e´nonc¸ons a` l’aide du
syste`me ge´ne´rateur que constituent les e´le´ments simples de la structure de Garside choisie, mais
le re´sultat est vrai, a` l’instar du the´ore`me 7.1.2, pour tout syste`me ge´ne´rateur.
proposition 7.1.3. 1 Il existe une constante c(n), qui de´pend seulement de n et de la structure
de Garside choisie, telle que deux tresses pseudo-Anosov a` n brins conjugue´es peuvent l’eˆtre par
un e´le´ment w ∈ Bn satisfaisant
|w| 6 c(n)(|x| + |y|).
De´monstration. Nous rappelons que Bn/ZBn est isomorphe au groupe modulaire du dis-
que Dn. Pour une tresse x ∈ Bn, notons xˆ son image dans le quotient Bn/ZBn. L’ensemble
des e´le´ments simples induit une mesure de longueur des e´le´ments du quotient Bn/ZBn que nous
notons || · || (remarquons que pour toute tresse x, ||xˆ|| 6 |x|). Rappelons aussi que Bn/ZBn est un
sous-groupe d’indice n+1 de Mod(Sn+1), le sous-groupe des e´le´ments qui fixent l’un des trous. Le
groupe Mod(Sn+1) est muni d’un syste`me de ge´ne´rateurs Gn qui contient exactement les e´le´ments
simples (ou plus pre´cise´ment leurs projections dans le quotient Bn/ZBn) et une rotation d’angle
2π
n+1 (remarquons que pour tout u ∈ Bn/ZBn, on a |u|Gn 6 ||u||). Dans ce contexte, l’inclusion
Bn/ZBn →֒ MCG(Sn+1) est un plongement lipschitzien, i.e. il existe une constante κ(n) (qui
de´pend aussi de la structure de Garside choisie pour Bn) telle que pour tout u ∈ Bn/ZBn,
l’ine´galite´ ||u|| 6 κ(n)|u|Gn est ve´rifie´e.
Maintenant, pour tout couple de tresses a` n brins pseudo-Anosov conjugue´es x et y, nous connais-
sons un e´le´ment conjugant entre xˆ et yˆ, disons υ, υ ∈ Bn/ZBn. La preuve du the´ore`me 7.1.2
donne´e dans [44] construit un e´le´ment conjugant court υ′ entre xˆ et yˆ dans Mod(Sn+1). L’e´le´-
ment υ′ est le produit xˆmυ, pour un entier m et par conse´quent υ′ est en fait un e´le´ment du
sous-groupe Bn/ZBn de Mod(Sn+1). De plus,
|υ′|Gn 6 γ(Gn)(|xˆ|Gn + |yˆ|Gn) 6 γ(Gn)(||xˆ||+ ||yˆ||)
et donc
||υ′|| 6 κ(n)γ(Gn)(||xˆ||+ ||yˆ||).




= 〈δn〉 et puisqu’une tresse x conjugue´e a` y ne peut pas eˆtre
conjugue´e a` ∆2ky pour k 6= 0, tout repre´sentant de υ′ dans Bn conjugue x a` y et on peut en
choisir un, disons w, tel que |w| = ||υ′||. Par conse´quent, la constante c(n) = κ(n)γ(Gn), satisfait
les conclusions de la proposition 7.1.3. 
La deuxie`me e´tape dans la preuve du the´ore`me 7.1.1 est un re´sultat de la the´orie de Garside.
Il affirme que si un e´le´ment d’un groupe de Garside qui est dans son propre Super Summit Set
posse`de un conjugue´ rigide, alors le glissement cyclique ite´re´ est la manie`re la plus courte de
produire un tel conjugue´ rigide.
the´ore`me 7.1.4. ( [33], corollaires 9 et 12) Soit x ∈ Bn et supposons que x est conjugue´ a` une
tresse rigide.
(1) Il existe une unique tresse positive ρ(x) telle que xρ(x) est rigide et ρ(x) 4 g pour toute tresse
positive g telle que xg est rigide.
(2) Si y ∈ SSS(x), alors (sauf si y est de´ja rigide) il existe un entier k > 0 tel que ρ(y) =∏k
i=1 p(s
i−1(y)). Autrement dit, ρ(y) est le produit des k e´le´ments conjugants mis en jeu lors-
qu’on applique k ite´rations du glissement cyclique a` y.
Nous somme maintenant preˆts pour la preuve du the´ore`me 7.1.1, qui est un assemblage des pro-
position 7.1.3 et the´ore`me 7.1.4.
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De´monstration. (The´ore`me 7.1.1). Soit x une tresse pseudo-Anosov telle que x ∈ SSS(x).
Supposons que x a un conjugue´ rigide z. En vertu de la proposition 7.1.3, il existe w ∈ Bn tel que
z = xw et |w| 6 c(n)(|x|+ |z|). Puisque x, z ∈ SSS(x), on a |x| = |z|. Soit r le nombre de facteurs
ne´gatifs dans la forme canonique mixte de w. Soit f l’ordre de l’e´le´ment de Garside dans Bn/ZBn
(f = 2 pour la structure classique et f = n pour la structure duale). Soit r¯ ∈ {1, . . . , f} un entier
congru a` r modulo f . Posons w′ = δr+(f−r¯)w (dans cette expression la puissance de δ est centrale).
Alors w′ est une tresse positive qui conjugue x a` z et telle que |w′| 6 |w|+(f − r¯) 6 (2c(n)+n)|x|
(on peut supposer que |x| > 1).
Soit k et ρ(x) =
∏k
i=1 p(s
i−1(x)) comme dans le the´ore`me 7.1.4. Alors par minimalite´ de ρ dans
le the´ore`me 7.1.4, ρ(x) 4 w′. Il s’ensuit que |ρ(x)| 6 |w′|. Soit q la longueur de l’e´le´ment de
Garside par rapport aux atomes. Comme la tresse ρ(x) est un produit de k e´le´ments simples, on
a kq 6 |ρ(x)|. Finalement, k 6 q · (2c(n) + n)|x|. Alors la constante C(n) = q · (2c(n) + n) (qui
de´pend seulement de n et de la structure de Garside choisie), satisfait: x a un conjugue´ rigide si
et seulement si sC(n)·|x|(x) est rigide (remarquons que sm(z) = z pour toute tresse rigide z et tout
entier m ∈ N). 
7.2. Un nouvel algorithme pour le proble`me de re´ductibilite´
Nous avons vu que l’absence d’une preuve pour la Conjecture 2.3.9 e´tait la seule obstruction a`
l’obtention d’un algorithme pour re´soudre le proble`me de re´ductibilite´ dans Bn en temps polynoˆ-
mial en fonction de n et l (voir section 3.4). Munis des re´sultats de la section 7.1, nous adaptons
l’algorithme de Gonza´lez-Meneses et Wiest pour obtenir un algorithme quadratique par rapport
a` la longueur, pour n fixe´. De plus, la complexite´ de cet algorithme est e´galement polynoˆmiale en
n pourvu que la constante c(n) de la proposition 7.1.3 soit connue explicitement et de´pende poly-
noˆmialement de n. Sauf mention du contraire, nous conside´rons la structure de Garside classique,
puisque les re´sultats de [40] s’inscrivent dans ce cadre.
the´ore`me 7.2.1. Il existe un algorithme qui de´cide le type de Nielsen-Thurston d’une tresse a` n
brins x exprime´e comme un produit des e´le´ments simples et de leurs inverses avec au plus l facteurs.
La complexite´ de cet algorithme est O(l2) pour tout n fixe´.
Pour contourner la difficulte´ pose´e par la Conjecture 2.3.9 dans l’estimation de la complexite´ de
l’algorithme de Gonza´lez-Meneses et Wiest, l’ide´e est de ne calculer un e´le´ment de l’ensemble
des circuits glissants que lorsque l’on en est “capable” en temps polynoˆmial, c’est a` dire dans le
cas rigide pseudo-Anosov. Ici re´side de fait tout l’inconve´nient de l’algorithme subse´quent : nous
disposons d’une me´thode pour effectuer le calcul souhaite´ (a` savoir le glissement cyclique ite´re´)
ainsi que d’une borne the´orique (the´ore`me 7.1.1) sur le nombre d’ope´rations requis mais cette
borne n’est pas explicitement connue et par conse´quent on ne peut pas imple´menter ce calcul.
Le the´ore`me suivant, obtenu par Birman, Gebhardt et Gonza´lez-Meneses via l’e´tude des centrali-
sateurs d’e´le´ments pseudo-Anosov dans Bn est la dernie`re pierre dans notre construction.
the´ore`me 7.2.2. ( [6], the´ore`me 3.37) Soit x ∈ Bn une tresse pseudo-Anosov. Il existe un entier
positif m < ||∆||3 tel que xm est conjugue´ a` une tresse rigide.
Dans l’e´nonce´ du the´ore`me 7.2.2, on peut choisir la structure de Garside classique ou duale et
||∆|| de´signe ici la longueur de l’e´le´ment de Garside en fonction des atomes, pour l’une ou l’autre
structure. Rappelons que pour la structure classique, ||∆|| = n(n−1)2 . Nous pouvons maintenant
de´crire l’algorithme promis par le the´ore`me 7.2.1.
algorithme 7.2.3. Pour de´cider le type de Nielsen-Thurston d’une tresse x ∈ Bn.
En entre´e une tresse x a` n brins exprime´e comme un produit des e´le´ments simples et de leurs
inverses avec au plus l facteurs.
En sortie, “pe´riodique”, “re´ductible” ou “pseudo-Anosov”.
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1. Si xn−1 ou xn est une puissance de ∆2, re´pondre “pe´riodique” et STOP.





− 1, calculer xi. Appliquer ite´rativement le glissement cyclique a` xi
jusqu’a` ce que la longueur canonique n’ait pas diminue´ au cours des n(n−1)2 − 1 dernie`res ite´-
rations. Cela calcule yi ∈ SSS(xi). Calculer ensuite zi = sC(n)·|yi|(yi). Si aucune des tresses zi
n’est rigide, re´pondre “re´ductible” et STOP. Sinon, soit j un entier tel que zj est rigide.
3. Pour k = 1, . . . , n, tester si la tresse zkj pre´serve une courbe de re´duction ronde ; appliquer l’al-
gorithme du the´ore`me 3.4.4 aux tresses ∆− inf(z
k
j )zkj et z
−k
j ∆
sup(zkj ). Si une courbe de re´duction
invariante ronde ou presque-ronde est trouve´e, alors re´pondre “re´ductible” et STOP.
4. Re´pondre “pseudo-Anosov”.
Comme nous l’avons de´ja mentionne´, cet algorithme (et spe´cifiquement l’e´tape 2), n’est pas bien
de´fini puisque la constante C(n) n’est pas explicitement connue.
De´monstration. (The´ore`me 7.2.1). Nous de´montrons l’exactitude de chacune des e´tapes de
l’algorithme 7.2.3 et e´tudions leurs complexite´s respectives.
La justesse de l’e´tape 1 a de´ja e´te´ vue pre´ce´demment (section 3.1). Cette e´tape a un couˆt O(l2),
pour tout n fixe´.
Montrons maintenant que l’e´tape 2 est correcte. D’abord, en vertu du the´ore`me 2.3.7, la tresse yi
est un e´le´ment de SSS(xi). Maintenant, si x est pseudo-Anosov, en vertu du the´ore`me 7.2.2, au
moins l’une des tresses xi (et donc yi) est pseudo-Anosov avec un conjugue´ rigide et graˆce au
the´ore`me 7.1.1, au moins l’une des tresses zi est rigide.
Calculons la complexite´ de l’e´tape 2. Rappelons que la mise en forme normale de x (respective-
ment xi) est faisable en temps O(l2) (respectivement O((li)2) = O(l2)), puis chaque ite´ration du
glissement cyclique est line´aire par rapport a` la longueur. Le nombre de ces ite´rations est aussi
line´aire (en fonction de l en vertu du the´ore`me 2.3.7) ; l’e´tape 2 est donc de complexite´ O(l2), pour
tout n fixe´.
La validite´ de l’e´tape 3 de´coule du the´ore`me 3.4.3. Cette e´tape consiste a` appliquer l’algorithme
de [2] a` au plus n tresses de longueur canonique au plus njl et l’algorithme du the´ore`me 3.4.4






algorithmes ont une complexite´ line´aire en fonction de la longueur canonique, pour tout n fixe´ ;
l’e´tape 3 est donc line´aire en l, pour tout n fixe´. 
On remarque que l’algorithme 7.2.3 ne donne pas toujours les courbes de re´duction des tresses
re´ductibles (ce de´faut a lieu si la re´ductibilite´ est de´tecte´e a` l’e´tape 2).
CHAPITRE 8
Le proble`me de conjugaison des tresses a` 4 brins
8.1. Enonce´ des principaux re´sultats
Le chapitre 2 fournit des me´thodes pour re´soudre le proble`me de conjugaison (DC et RC) dans
un groupe de Garside, et donc en particulier dans les groupes de tresses Bn. Malheureusement,
l’algorithme 2.3.4, avec pour invariant de conjugaison l’ensemble des circuits glissants et avec les
techniques les plus sophistique´es pour effectuer chacune des e´tapes [32] n’est pas de complexite´
polynoˆmiale (ni en n ni en ℓ) dans le cas des groupes de tresses puisqu’il est ne´cessaire de calculer
l’inte´gralite´ de l’ensemble des circuits glissants dont la taille peut de´pendre exponentiellement de n
et de ℓ (voir [39], proposition 5.5).
Dans [6], il est propose´ une nouvelle approche pour re´soudre DC et RC en temps polynoˆmial dans
les groupes de tresses. L’ide´e est d’utiliser la classification de Nielsen-Thurston et de re´soudre DC
et RC se´pare´ment pour chaque type de Nielsen-Thurston. Pour cette raison, il est important de
pouvoir de´cider le type de Nielsen-Thurston d’une tresse donne´e ainsi que d’exhiber le syste`me de
re´duction canonique d’une tresse re´ductible en temps polynoˆmial (Question ouverte 1 dans [6]).
On peut alors utiliser le syste`me de re´duction canonique d’une tresse re´ductible pour “de´couper”
cette dernie`re en composantes irre´ductibles pour lesquelles a` leur tour on cherchera a` re´soudre DC
et RC (de fait, c’est exactement ce qui a e´te´ fait au chapitre 6, dans la preuve du corollaire 6.1.2).
Une autre question importante est donc la capacite´ a` re´soudre DC et RC pour des tresses irre´-
ductibles, c’est a` dire pseudo-Anosov ou pe´riodiques. Le cas des tresses pe´riodiques a e´te´ e´tudie´
dans [7] (the´ore`me 1) ou` un algorithme de complexite´ O(l3n2 logn) est de´veloppe´ pour re´soudre
DC et RC pour des tresses pe´riodiques. La re´solution de DC et RC pour des tresses pseudo-Anosov
en temps polynoˆmial demeure un proble`me ouvert. A l’aide de la proprie´te´ de borne line´aire sur
un e´le´ment conjuguant deux tresses pseudo-Anosov, nous apportons une solution a` ce proble`me
dans le cas des tresses a` 4 brins, comple´tant ainsi le corollaire 6.1.2. Le re´sultat suivant est l’objet
principal de [14] ; le pre´sent chapitre est de´die´ a` sa de´monstration.
the´ore`me 8.1.1. Il existe un algorithme qui re´sout DC et RC dans le groupe B4 et dont la
complexite´ est cubique par rapport a` la longueur des entre´es.
Notre solution est base´e sur l’e´tude de la structure de l’ensemble des circuits glissants pour la
structure duale des tresses rigides pseudo-Anosov ; nous montrons que ces derniers sont “petits” :
the´ore`me 8.1.2. Pour tout x ∈ B4 pseudo-Anosov rigide par rapport a` la structure duale, le
cardinal de SC(x) pour la structure duale est borne´ supe´rieurement par O(ℓ(x)2).
Ce re´sultat donne une re´ponse partielle (dans le cas des tresses a` 4 brins pseudo-Anosov) a` la
Question ouverte 2 dans [6] (existe-t-il un polynoˆme P (n, l) tel que la taille de USS(x), x rigide,
est borne´e par P (n, ℓ(x)) ?) Le the´ore`me 8.1.2 implique que l’algorithme donne´ dans [32] pour
re´soudre DC et RC a une complexite´ O(ℓ3) lorsqu’il est applique´ a` deux tresses pseudo-Anosov
rigides a` 4 brins de longueur canonique au plus ℓ.
La re´duction du cas pseudo-Anosov au cas pseudo-Anosov rigide s’effectue a` l’aide du The´ore`-
me 7.2.2 en passant aux puissances : pour toute tresse pseudo-Anosov x, il existe un entier stricte-
ment positif m tel que xm est conjugue´ a` une tresse rigide. De plus lorsque n est fixe´, cet entier m
est borne´ par une constante inde´pendante de x.
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L’e´tape suivante dans la re´duction au cas rigide est l’observation [38] qu’une tresse pseudo-Anosov
admet au plus une racine m-ie`me, pour m ∈ N, m 6= 0. Par conse´quent, pour des tresses x, y ∈ Bn
pseudo-Anosov, un entier non nul m ∈ N et une tresse z ∈ Bn, les relations x = yz et xm = (ym)z
sont e´quivalentes. Le seul proble`me restant est de produire, pour toute paire x, y de tresses pseudo-
Anosov, une puissance s convenable et des conjugue´s rigides x¯ de xs et y¯ de ys.
L’existence d’un algorithme polynoˆmial qui construit, pour une tresse pseudo-Anosov donne´e, un
conjugue´ rigide (s’il existe) et un e´le´ment conjugant est une conse´quence du the´ore`me 7.1.1. Nous
en de´duisons le re´sultat suivant, valable pour la structure classique comme pour la structure duale :
the´ore`me 8.1.3. Il existe un algorithme avec les proprie´te´s suivantes:
– en entre´e, deux tresses pseudo-Anosov x, y ∈ Bn, exprime´es comme des produits de longueurs
au plus l des e´le´ments simples et de leurs inverses,
– en sortie un entier s, et des tresses a` n brins x¯, y¯, z1 et z2 tels que x¯ et y¯ sont rigides et satisfont
x¯ = (xs)z1 et y¯ = (ys)z2 ,
– pour chaque n fixe´, sa complexite´ est O(l2).
Nous sommes maintenant en mesure de de´crire l’algorithme promis par le the´ore`me 8.1.1.
algorithme 8.1.4. Pour re´soudre DC et RC dans B4.
ENTREE : Deux e´le´ments x et y exprime´s comme des mots de longueur au plus l dans les
ge´ne´rateurs d’Artin.
SORTIE : si x et y sont conjugue´s ou non et s’ils le sont, un e´le´ment z ∈ B4 tel que x = yz.
1) De´terminer le type dynamique de x et y (algorithme 6.2.5). Si ce n’est pas le meˆme, re´pondre
“x et y ne sont pas conjugue´s.”
2) Si x et y sont pe´riodiques utiliser [7] et STOP.
3) Si x et y sont re´ductibles, utiliser le corollaire 6.1.2 et STOP.
4) Si x et y sont pseudo-Anosov, utiliser l’algorithme du the´ore`me 8.1.3 pour produire s, x¯, y¯, z1, z2
avec les proprie´te´s ci-dessus.
5) Appliquer l’algorithme 3 de [32] a` x¯ et y¯. Si x¯ et y¯ sont conjugue´s, l’algorithme produit aussi c
tel que x¯ = y¯c. Dans ce cas re´pondre “x est conjugue´ a` y par z2cz
−1
1 .” et STOP.
6) Re´pondre “x et y ne sont pas conjugue´s”.
8.2. Etude des e´le´ments pseudo-Anosov rigides de BKL4
Dans cette section, nous allons prouver le the´ore`me 8.1.2. Notre strate´gie est voisine des arguments
utilise´s dans la preuve de la proposition 2.3.19. Il s’agit de borner le nombre de sommets du
graphe S˜CG(x), pour x rigide. Avant de de´tailler davantage la structure de la de´monstration,
nous introduisons quelques notations approprie´es pour travailler avec les tresses duales a` 4 brins.
8.2.1. Rappels sur la structure BKL4. Nous commenc¸ons par fixer quelques notations
pour travailler avec la structure duale BKL4. Rappelons que BKL
+
4 est le sous-mono¨ıde de B4
engendre´ par les tresses ap,q, 1 6 p < q 6 4 (les atomes), ou`
















k = 1, 3, 5, 7. La repre´sentation ge´ome´trique des e´le´ments de BKL4 donne´e au paragraphe 2.2.2
nous conduit au type de symboles suivants : par exemple a2,4 est note´ ( ), a1,4 est repre´sente´ par
( ) et ainsi de suite. Les relations auxquelles sont sujets les ge´ne´rateurs ap,q s’e´crivent alors :
( )( ) = ( )( ) = ( ), ( )( ) = ( )( ) = ( ),
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( )( ) = ( )( ) = ( )( ) = ( ), ( )( ) = ( )( ) = ( )( ) = ( ),
( )( ) = ( )( ) = ( )( ) = ( ), ( )( ) = ( )( ) = ( )( ) = ( ).
L’e´le´ment de Garside s’e´crit δ = ( ), et la conjugaison τ par δ correspond a` une rotation d’un
quart de tour dans le sens anti-horaire ; c’est un automorphisme d’ordre 4. Ainsi, la partie (iii) du
lemme 2.3.13 spe´cialise´e a` la structure BKL4 nous dit que l’orbite (sous cyclage et conjugaison
par δ, voir de´finition 2.3.12) d’une tresse rigide x contient au plus 4 · ℓ(x) e´le´ments.
Notre argument repose principalement sur la simplicite´ du treillis des e´le´ments simples de BKL4.
Ils sont au nombre de 14 :
1, ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), δ.
Rappelons enfin que pour toute tresse positive x ∈ BKL+4 , ||x|| de´signe la longueur en fonction
des atomes de tout mot positif repre´sentant x. La fonction x 7→ ||x|| s’e´tend en un morphisme de
groupes λ : B4 → Z (qui envoie chaque atome sur 1). Pour x ∈ BKL4, on appelle poids de x
l’entier λ(x). Remarquons que cela n’est pas spe´cifique aux tresses a` 4 brins. Comme il a e´te´
remarque´ dans ( [9], paragraphe 5.2), λ(δ) = 3 et pour les autres e´le´ments simples non triviaux
on a λ(s) = 1 ou 2. Cette remarque fournit, en plus de la longueur canonique, du supremum et de
l’infimum, une quantite´ invariante a` l’inte´rieur du Super Summit Set d’une tresse x ∈ BKL4 :
lemme 8.2.1. Soit x ∈ BKL4. Soit y ∈ SSS(x). Pour tout z ∈ SSS(x), la forme normale de z
contient autant de facteurs de poids 2 et autant de facteurs de poids 1 que celle de y.
De´monstration. Pour toute tresse x ∈ BKL4, si k1 est le nombre de facteurs de poids 1
et k2 le nombre de facteurs de poids 2 dans la forme normale de x, on a ℓ(x) = k1 + k2 et
λ(x) = 3 inf(x) + 2k2+ k1, de sorte que k1 et k2 sont constants dans le Super Summit Set puisque
la longueur canonique, le poids et l’infimum y sont constants. 
On a en outre la remarque suivante :
Remarque 8.2.2. Soient a et b deux e´le´ments simples pour BKL4. Si a est de poids 2 et que δ
ne divise pas le produit ab, alors a.b est en forme normale.
Rappelons maintenant l’e´tude des fle`ches minimales et des graphes de circuits glissants mene´e dans
la section 2.3.2. On remarque que dans la structure BKL4, si x est un e´le´ment rigide et y, z ∈
SC(x), l’existence d’une fle`che minimale utile s entre y′ ∈ Oy et z′ ∈ Oz e´quivaut a` l’existence
d’une fle`che minimale utile de z′ ∈ Oz vers un e´le´ment de Oy. En effet, d’apre`s la Remarque 2.3.15,
une telle fle`che minimale s est un pre´fixe strict de ι(y′) ou de ∂(ϕ(y′)). Par conse´quent λ(s) = 1
et on a une fle`che minimale (car de poids 1) donne´e par s−1ι(y′) (respectivement s−1∂(ϕ(y′)))
entre z′ et c(y′) (respectivement τd(y′)). Chaque areˆte du graphe S˜CG(x) porte donc une double
orientation.
8.2.2. Strate´gie de la preuve du the´ore`me 8.1.2. Selon l’hypothe`se du the´ore`me 8.1.2,
nous conside´rons une tresse rigide x pseudo-Anosov. On remarque par une analyse exhaustive
que l’hypothe`se que x est pseudo-Anosov entraˆıne que la longueur canonique de x est strictement
supe´rieure a` 1. La preuve du the´ore`me 8.1.2 est divise´e en trois parties. La disjonction des cas
repose sur l’analyse des e´le´ments simples de BKL4 mene´e dans la partie 8.2.1. Nous conside´rons
successivement les cas suivants :
– La forme normale de x contient au moins un facteur de poids 1 et un facteur de poids 2 (voir
proposition 8.2.3). (Remarquons que tous les e´le´ments de SC(x) auront la meˆme proprie´te´ par
le lemme 8.2.1).
– Il existe un e´le´ment y de SC(x) tel que les facteurs distincts de δ dans la forme normale de y
sont tous des e´le´ments de {( ), ( ), ( ), ( )}, respectivement de {( ), ( ), ( ), ( )} (voir
proposition 8.2.6).
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– Pour tout e´le´ment y de SC(x), les facteurs distincts de δ dans la forme normale de y sont de
poids 1, respectivement de poids 2, et l’un d’entre eux est ( ) ou ( ), respectivement ( ) ou
( ) (voir proposition 8.2.14).
Dans les deux premiers cas, l’hypothe`se que x est pseudo-Anosov est superflue. Dans ces deux cas
on de´montre en fait une borne line´aire sur #SC(x). Le troisie`me cas est conceptuellement plus
ardu et fournit un exemple de´montrant l’optimalite´ de la borne quadratique.
8.2.3. Un cas particulier simple. Nous de´crivons maintenant un cas particulier tre`s simple
ou` le the´ore`me 8.1.2 peut eˆtre prouve´ de manie`re e´le´mentaire.
proposition 8.2.3. Soit x ∈ BKL4 une tresse rigide dont la forme normale contient au moins
un facteur de poids 1 et un facteur de poids 2. Alors l’ensemble SC(x) est re´duit a` Ox et donc
#SC(x) 6 4 · ℓ(x).
La preuve de cette proposition repose sur le lemme suivant :
lemme 8.2.4. Soit x ∈ BKL4 une tresse rigide dont la forme normale contient au moins un
facteur de poids 1 et un facteur de poids 2. Alors pour tout y ∈ SC(x), aucun pre´fixe strict de
ι(y) ni de ∂(ϕ(y)) n’est une fle`che minimale pour y.
De´monstration. Par le lemme 8.2.1, la forme normale de tout e´le´ment de SSS(x) (et donc
de SC(x)) contient au moins un facteur de poids 1 et un facteur de poids 2. Soit y ∈ SC(x).
Soit δpy1 . . . yr la forme normale de y. Par hypothe`se, il existe 1 6 k, l 6 r tels que λ(yk) = 1 et
λ(yl) = 2. Soit t un e´le´ment simple non trivial tel que t ≺ τ−p(y1) ou t ≺ ∂(yr) et yt ∈ SSS(x).
On va montrer que yt ne peut pas eˆtre rigide. Quitte a` conside´rer l’inverse de y, on peut supposer
que t ≺ τ−p(y1).
Ne´cessairement, λ(t) = 1 et λ(y1) = 2 (si λ(y1) = 1, y1 ne peut pas avoir de pre´fixe strict) de sorte
que l’on peut prendre l = 1. De plus, on peut choisir k comme le plus petit indice d’un facteur de
poids 1. Ainsi, pour 1 6 j < k, λ(yj) = 2. Conside´rons
yt = t−1δpy1 . . . yrt.
Comme y e´tait rigide, la paire yr.t est en forme normale. En outre, on va montrer que ϕ(y
t) = t.
En e´crivant t1 = τ
p(t), le calcul de la forme normale de yt se fait via k − 1 glissements locaux
successifs:








j+1yj+1), pour j = 1, . . . , k − 1,
avec tj+1 = ∂(t
−1
j yj)∧yj+1. Pour tout j = 1, . . . , k−1, tj 6= 1 (c’est a` dire que la paire (t
−1
j yj)yj+1
n’est pas en forme normale comme e´crite) car sinon on aurait sup(yt) > sup(y). De plus, δ n’est
pas un pre´fixe de t−11 y1 . . . yrt. On a ainsi, λ(tj) = 1 pour j = 1, . . . , k− 1. Comme λ(yk) = 1, on a
aussi tk = yk et y
′
k−1 est de poids 2. Maintenant, par la Remarque 8.2.2, la paire y
′
k−1 · yk+1 (avec
yk+1 = t si k = r) est en forme normale. L’affirmation ϕ(y
t) = t est donc montre´e.
Cela implique que yt n’est pas rigide. En effet
ι(yt) ∧ ∂(ϕ(yt)) = τ−p(t−11 y1t2) ∧ ∂(t) = t
−1ι(y)τ−p(t2) ∧ ∂(t).
Ainsi, la paire ϕ(yt)ι(yt) n’est pas ponde´re´e a` gauche puisque t−1ι(y) est un pre´fixe commun non
trivial de ι(yt) et ∂(ϕ(yt)). La tresse yt n’est donc pas rigide : t n’e´tait pas une fle`che minimale
pour y. 
Maintenant, la preuve de la proposition 8.2.3 de´coule du lemme pre´ce´dent et du Lemme 2.3.13(iii) :
SC(x) contient une seule orbite, dont le cardinal est majore´ par 4ℓ(x).
En vertu de la proposition 8.2.3, il reste a` e´tudier les tresses rigides dont tous les facteurs de la
forme normale (sauf δ) sont de meˆme poids. Quitte a` conside´rer les inverses on peut se restreindre
a` l’e´tude des tresses rigides dont tous les facteurs sont de poids 1. De´sormais, x est donc une
tresse rigide dont tous les facteurs de la forme normale sont de poids 1. Par le lemme 8.2.1, cette
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proprie´te´ sur les facteurs de la forme normale de x est invariante dans SSS(x). Enfin, il re´sulte
de notre hypothe`se et de la Remarque 2.3.15 que pour tout y ∈ SC(x), les e´ventuelles fle`ches
minimales utiles pour y sont des pre´fixes stricts de ∂(ϕ(y)) (il n’existe pas de pre´fixe strict non
trivial de ι(y) puisque λ(ι(y)) = 1), ainsi la valence d’un sommet de S˜CG(x) est au plus 3.
Notre premie`re observation est aussi simple qu’utile :
lemme 8.2.5. Supposons que la forme normale de y ∈ SC(x) a au moins un de ses facteurs e´gal
a` ( ) ou a` ( ). Alors le sommet Oy de S˜CG(x) est au plus bivalent.
De´monstration. Quitte a` remplacer y par y′ ∈ Oy on peut supposer que ϕ(y) = ( ). Mais
∂(( )) = ( ). Cet e´le´ment simple a exactement 2 pre´fixes stricts positifs. 
Nous se´parons notre argument en deux parties. Dans le paragraphe 8.2.4, nous e´tudions le cas
ou` SC(x) contient un e´le´ment ne satisfaisant pas les hypothe`ses du lemme 8.2.5, c’est a` dire un
e´le´ment dont les facteurs de la forme normale sont tous des e´le´ments de {( ), ( ), ( ), ( )} ; pour
brie`vete´ nous notons E cet ensemble. Par contraste, le paragraphe 8.2.5 traite le cas ou` tous les
e´le´ments de SC(x) satisfont les hypothe`ses du lemme 8.2.5.
8.2.4. Un e´le´ment de SC(x) a tous ses facteurs dans E. On suppose dans toute cette
partie que SC(x) contient un e´le´ment dont les facteurs de la forme normale sont tous des e´le´-
ments de E = {( ), ( ), ( ), ( )}. Sous cette hypothe`se, le the´ore`me 8.1.2 admet une preuve
e´le´mentaire. Plus pre´cise´ment, on va montrer le re´sultat suivant :
proposition 8.2.6. Soit x ∈ BKL4 une tresse rigide. Supposons qu’il existe un e´le´ment y de
SC(x) dont tous les facteurs de la forme normale sont dans E. Alors le graphe S˜CG(x) a au
plus 6 sommets. Ainsi, #SC(x) 6 24 · ℓ(x).
La seconde partie de la proposition 8.2.6 de´coule de la premie`re partie combine´e avec le Lem-
me 2.3.13 (iii).
Notons que le re´sultat de la proposition 8.2.6 est assure´ de`s lors que l’on peut montrer, pour un
certain entier non nul m ∈ N, que le graphe S˜CG(xm) a au plus 6 sommets. En effet, puisque les
tresses conside´re´es sont rigides, on a une injection entre S˜C(x) et S˜C(xm), qui a` une orbite Oy
associe l’orbite Oym .
Quitte a` prendre x4 au lieu de x, nous pouvons donc supposer que l’infimum de x est un multiple
de 4, et de la`, puisque la multiplication par une puissance m ∈ Z de δ4 induit un isomorphisme
entre SC(x) et SC(δ4mx), que l’infimum de x est nul.
Nous commenc¸ons par une observation sur les e´le´ments de E :
Remarque 8.2.7. La conjugaison par δ induit une permutation de E . De plus, pour tous s, t ∈ E ,
le produit st est en forme normale si et seulement si t ∈ {s, τ(s)}.
De´sormais, y est un e´le´ment de SC(x) tel que tous les facteurs de la forme normale de y sont dans E .
Remarquons que cette proprie´te´ est alors vraie pour tout e´le´ment de Oy . La Remarque 8.2.7 nous
permet de de´crire la forme normale de y de manie`re pre´cise :
lemme 8.2.8. Soit y ∈ BKL4 une tresse rigide dont tous les facteurs sont dans E et dont l’infimum
est nul. Alors quitte a` remplacer y par un autre e´le´ment de Oy bien choisi, la forme normale de y









ou` les kj , j = 1, . . . , r sont des entiers strictement positifs et r = 1 ou r ≡ 0 (mod 4).
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De´monstration. Quitte a` conjuguer y par une puissance de δ, on peut supposer ϕ(y) = ( ).







. . . ( )
kr
pour des entiers r > 0 et k1, . . . , kr strictement positifs. Ensuite, a` cause de la rigidite´ et par la
Remarque 8.2.7, on a ι(y) = ϕ(y) ou ι(y) = τ (ϕ(y)). Supposons que r > 1. Quitte a` cycler, on
peut supposer ι(y) = τ (ϕ(y)), soit τ−r+1 (( )) = τ (( )). Cela implique r ≡ 0 (mod 4). 
lemme 8.2.9. Si r = 1 dans le lemme 8.2.8, alors #SC(x) = 6.
De´monstration. On a en effet :
SC(x) = {( )k1 , ( )k1 , ( )k1 , ( )k1 , ( )k1 , ( )k1}.

lemme 8.2.10. Si r > 1 dans le lemme 8.2.8, alors il existe une fle`che minimale pour y si et
seulement si r ≡ 0 (mod 3). Dans ce cas, y admet trois fle`ches minimales. Sinon, le graphe
S˜CG(x) comporte un seul sommet.
















avec m := r4 et kj,i > 0 pour tous 1 6 j 6 m et 1 6 i 6 4. Les e´ventuelles fle`ches minimales utiles
pour y sont les pre´fixes stricts de ∂(( )), a` savoir ( ), ( ) et ( ).
La preuve du lemme re´side essentiellement dans les calculs suivants, ou` les membres de droite
(a` l’exception de leur premier facteur), c’est a` dire Aj , Bj et Cj , sont des formes normales,
inde´pendamment des puissances mises en jeu dans les formules (rappelons que pour j = 1, . . . ,m,





αj( ) = ( )
(
( )( )kj,1−1( )kj,2( )( )kj,3( )kj,4−1
)
:= ( )Aj ,








:= ( )Bj ,








:= ( )Cj .
On remarque que, inde´pendamment de j et des puissances mises en jeu, les “paires”A ·C, B ·A et
C ·B sont en forme normale. Cela montre que si r ≡ 1 ou r ≡ 2 (mod 3) et pour tout u ≺ ∂(( )),
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On suppose de´sormais que r ≡ 0 (mod 3) (et selon notre pre´ce´dente hypothe`se r ≡ 0 (mod 12) ;
cela est toujours ve´rifie´ quitte a` prendre une puissance de x). Soit u ≺ ∂(( )). Il de´coule de
la preuve du lemme 8.2.10 que l’on peut toujours trouver, quitte a` permuter cycliquement les






en choisissant convenablement les indices et les puissances a` l’inte´rieur des facteurs.


















avec des entiers aν , bν , . . . , lν strictement positifs pour tout ν = 1, . . . ,
m









jν ( )( )
kν ( )
lν−1.
lemme 8.2.11. Si la forme normale de z contient un facteur ( ) ou ( ), alors z admet une unique
fle`che minimale utile, autrement dit le sommet Oz de S˜CG(x) est un point extreˆmal.
De´monstration. Quitte a` cycler ou conjuguer par δ on peut supposer que le dernier facteur
de z est ( ), et lm
3
> 1. Les fle`ches minimales pour z sont au maximum 2 : ( ) et ( ). Un calcul
de forme normale montre que ( ) ⊀ z( ), et donc z( ) /∈ SSS(x), ce qui prouve le lemme. On a
en effet
( )
lν−1( ) = ( )( )( )
lν−2.














Notons que le premier facteur dans le membre de droite est inde´pendant des entiers mis en jeu.
De plus, la paire ( )( ) est en forme normale. Ainsi, la dernie`re ligne de calcul se transporte
vers la gauche le long de la forme normale de z jusqu’a` rencontrer un e´ventuel facteur ( ) ou ( )
(chaque de´placement est en outre accompagne´ d’une conjugaison par δ).
Cela montre que la multiplication de z par ( ) a` droite ne peut modifier le de´but de la forme




est la seule occurrence de ( ) ou ( ) dans z (et dans ce cas, le
facteur initial de z( ) est ( )). Ceci ache`ve la de´monstration. 
lemme 8.2.12. Supposons que la forme normale de z ne contient pas de facteur ( ) ou ( ).
(i) Les trois pre´fixes stricts de ∂(ϕ(z)) sont des fle`ches minimales pour z,
(ii) si v est une fle`che minimale utile pour z qui conjugue z vers une tresse rigide dont la forme
normale ne contient aucun facteur ( ) ou ( ), alors zv ∈ Oy et v = ( ).
De´monstration. Notre hypothe`se permet, au vu des formules dans la preuve du Lem-







bν ( )( )
dν ( )
eν ( )( )
gν ( )
hν ( )( )
jν ( )
kν ( )







aν ( )( )
bν ( )
dν ( )( )
eν ( )
gν ( )( )
hν ( )
jν ( )( )
kν .
(i) En vertu du lemme 8.2.10, z admet trois fle`ches minimales.
(ii) Soit v une fle`che minimale utile pour z telle que zv ne contient aucun facteur ( ) ou ( ).
Remarquons qu’une telle fle`che existe puisque Oy 6= Oz . On sait que v ∈ {( ), ( ), ( )}. En vertu
des formules donne´es dans la preuve du lemme 8.2.10 l’hypothe`se v = ( ) implique, puisque zv ne
contient pas de facteur ( ) ni ( ), les e´galite´s bν = 1, eν = 1, hν = 1, kν = 1. Mais alors z = z
( ),
ce qui contredit l’utilite´ de v donc v 6= ( ).
De manie`re analogue, en supposant v = ( ), on a au vu des formules dans la preuve du Lem-





( )( )( )
bν ( )( )( )
eν ( )( )( )







( )( )( )( )bν ( )( )( )eν ( )( )( )hν ( )( )( )knu−1.
En d’autres termes, c(z( )) = τ(z). L’utilite´ de v implique v 6= ( ). Donc v = ( ) et zv ∈ Oy. 
Le lemme 8.2.12 prouve que le graphe S˜CG(x) ne peut pas contenir une chaˆıne de 3 sommets
dont les e´le´ments s’e´crivent sans facteur ( ) ni ( ). Par le lemme 8.2.11, tous les autres sommets
(i.e. ceux dont les e´le´ments s’e´crivent avec au moins un facteur ( ) ou ( )) sont monovalents.
Le nombre de sommets dans S˜CG(x) est donc borne´ par 6. Cela ache`ve la preuve de la Proposi-
tion 8.2.6.
8.2.5. Tous les e´le´ments de SC(x) ont au moins un facteur qui n’est pas dans E.
Dans cette partie on suppose que tous les e´le´ments de SC(x) ont au moins un facteur de leur
forme normale e´gal a` ( ) ou ( ). D’apre`s le lemme 8.2.5, le graphe S˜CG(x) est alors une ligne
(e´ventuellement ferme´e). En vue de prouver le the´ore`me 8.1.2, nous cherchons a` borner la longueur
de cette ligne, c’est a` dire le nombre de sommets dans le graphe S˜CG(x). La taˆche n’est pas si aise´e
qu’au pre´ce´dent paragraphe et nous n’avons pas de de´monstration e´le´mentaire du the´ore`me 2 sous
les pre´sentes hypothe`ses. A titre d’indication, nous montrons d’abord que la borne quadratique du
the´ore`me 8.1.2 est optimale. L’exemple suivant a e´te´ obtenu a` l’aide du programme GAP [47] :
Exemple 8.2.13. Pour tout k ∈ N, la tresse
βk = ( )( )( )( )( ) [( )( )( )]
k
.
est rigide (pseudo-Anosov) avec ℓ(βk) = 3k+5. De plus, pour tout entier k ∈ N, le graphe S˜CG(βk)
est une ligne (non ferme´e) avec 3k + 2 sommets et #SC(βk) = 4 · (3k + 2) · (3k + 5).
La preuve du the´ore`me 8.1.2 sous les pre´sentes hypothe`ses repose sur le the´ore`me de borne line´aire
sur la longueur d’un e´le´ment conjuguant deux tresses pseudo-Anosov. En particulier la proposition
7.1.3 nous dit qu’il existe une constante c telle que pour toute paire de tresses pseudo-Anosov
a` 4 brins conjugue´es z1 et z2, on peut trouver un e´le´ment w les conjugant satisfaisant |w| 6
c · (|z1|+ |z2|).
Nous sommes maintenant preˆts pour achever la preuve du the´ore`me 8.1.2.
proposition 8.2.14. Soit x ∈ BKL4 une tresse pseudo-Anosov rigide. Supposons que tous les
e´le´ments de SC(x) ont au moins un facteur de leur forme normale e´gal a` ( ) ou ( ). Alors, le
graphe S˜CG(x) a au plus 16 · c · ℓ(x) sommets. Ainsi, #SC(x) 6 64 · c · ℓ(x)2.
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De´monstration. D’abord, on peut supposer que |x| 6 2 · ℓ(x). En effet, quitte a` multi-
plier x par une puissance de l’e´le´ment central δ4, on obtient des graphes isomorphes S˜CG(x) et
S˜CG(δ4mx), pour tout entier m. De cette fac¸on on peut supposer que inf(x) ∈ {−3,−2,−1, 0}.
Alors on a |x| 6 2 · ℓ(x) (rappelons que ℓ(x) > 1, puisque x est pseudo-Anosov).
On observe que d’apre`s le lemme 8.2.5, chaque sommet de S˜CG(x) est au plus bivalent donc
topologiquement, S˜CG(x) est soit un segment de ligne, soit un cercle. Nous affirmons que deux
sommets quelconques Oa, Ob distincts dans le graphe S˜CG(x) sont relie´s dans S˜CG(x) par un
chemin de longueur au plus 8 ·c ·ℓ(x) et nous notons que cette affirmation (et le lemme 2.3.13 (iii))
impliquent la proposition (le facteur 2 vient de l’e´ventualite´ ou` S˜CG(x) forme un cercle).
Soient donc Oa et Ob deux sommets distincts de S˜CG(x) ainsi que za et zb des repre´sentants
respectifs de ces orbites. En vertu de la proposition 7.1.3, il existe une tresse w satisfaisant zwa = zb
et |w| 6 2 · c · |x| 6 4 · c · ℓ(x). On peut supposer que inf(w) = 0, quitte a` prendre un autre
repre´sentant za. Alors λ(w) 6 2 · |w| (chaque facteur de la forme normale de w contribue au plus 2
au poids de w) et w est le produit d’au plus 2 · |w| fle`ches minimales, ce qui donne un chemin de
longueur au plus 2 · |w| entre Oa et Ob dans le graphe S˜CG(x). 
Remarque 8.2.15. La Question ouverte 2 dans [6] concerne l’existence d’une borne polynoˆmiale
en n et ℓ sur le cardinal du Ultra Summit Set d’une tresse rigide (pseudo-Anosov) avec n brins et
de longueur au plus ℓ. Prasolov a donne´ une re´ponse ne´gative en exhibant une famille de tresses
pseudo-Anosov rigides dont la taille du Ultra Summit set croˆıt exponentiellement en fonction de n
(pour les deux structures, duale et classique). En revanche, si on fixe n, de tels contre-exemples
ne sont pas connus. Le the´ore`me 8.1.2 donne une re´ponse positive dans le cadre dual lorsque
n = 4. Nous formulons donc la question suivante : e´tant fixe´ un entier naturel n, existe-t-il un
polynoˆme Pn tel que le cardinal du USS (classique ou dual) d’une tresse rigide pseudo-Anosov a` n
brins est borne´ supe´rieurement par Pn(ℓ(x)) ?
8.3. Validite´ des algorithmes
Dans cette section, nous prouvons les the´ore`mes 8.1.3 et 8.1.1. Le the´ore`me 8.1.3 est prouve´ dans
un premier temps puis nous prouvons la validite´ de l’algorithme 8.1.4 et analysons sa complexite´.
Nous allons utiliser une deuxie`me fois la proprie´te´ de borne line´aire sur les e´le´ments conjuguant
deux pseudo-Anosov (voir proposition 7.1.3), cette fois via le the´ore`me 7.1.1. C’est le point cle´
dans la de´monstration du the´ore`me 8.1.3.
De´monstration. (The´ore`me 8.1.3). Notons β(n) la borne supe´rieure pour m dans l’e´nonce´
du the´ore`me 7.2.2. Soient x, y ∈ Bn deux tresses pseudo-Anosov. En vertu du the´ore`me 7.2.2,
il existe mx et my des entiers tous deux borne´s strictement par β(n) tels que x
mx et ymy sont
conjugue´s a` des tresses rigides. Pour tout i = 1, . . . , β(n) − 1, l’algorithme ite`re simultane´ment
l’ope´ration s sur xi jusqu’a` ce qu’une tresse rigide soit trouve´e. La puissance ix correspondante,
ainsi qu’une tresse zx tel que (x
ix)zx est rigide sont alors me´morise´es. Soit x˜ le conjugue´ rigide
de xix obtenu ainsi. Le meˆme processus applique´ a` y fournit l’entier iy, les tresses zy et y˜ avec
les proprie´te´s correspondantes. Notons que cette proce´dure est faisable en temps O(l2), ou` l est
le maximum des longueurs de x et y. En effet, chacune des tresses xi, yi, i = 1, . . . , β(n) − 1 a sa
longueur borne´e par β(n)ℓ. Le calcul de la forme normale est quadratique ; puis chaque ite´ration
du glissement cyclique est line´aire. Enfin en vertu du the´ore`me 2.3.7 et 7.1.1, le nombre d’ite´rations
de l’ope´ration s ne´cessaire avant de trouver x˜ est line´airement borne´ par rapport a` la longueur.
Les puissances d’une tresse rigide e´tant e´galement rigides, l’entier s = ppcm(ix, iy) satisfait x
s
et ys sont conjugue´s a` des tresses rigides. Il suffit alors de prendre x¯ = x˜
s
ix , y¯ = y˜
s
iy et z1 = zx,
z2 = zy pour satisfaire les contraintes du the´ore`me 8.1.3. 
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De´monstration. (The´ore`me 8.1.1). Nous devons prouver que l’algorithme 8.1.4 est valide et
de complexite´ O(l3). Nous disposons de´ja de tous les e´le´ments ne´cessaires. Les e´tapes 1 et 3 sont
de complexite´s respectives O(l2) et O(l3) en vertu des the´ore`me 6.1.1 et corollaire 6.1.2. L’e´tape 2
est de complexite´ O(l2) (voir the´ore`me 1 dans [7]). L’e´tape 4 est de complexite´ O(l2) en vertu du
the´ore`me 8.1.3. Finalement, le the´ore`me 4.11 de [32] nous dit que l’algorithme 3 dans [32]) permet
de re´soudre DC et RC pour des tresses rigides de longueur canonique au plus l en temps O(l · κ),
ou` κ de´signe le cardinal du SC des entre´es. Or, x¯ et y¯ fournis par le the´ore`me 8.1.3 ont longueur
canonique O(l). En vertu du the´ore`me 8.1.2, l’e´tape 5 de l’algorithme a donc complexite´ O(l3).
De plus, en vertu de [38], la relation x¯ = y¯c pour une tresse c (autrement dit (xs)z1 = ((ys)z2)c)
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Proble`mes algorithmiques dans les groupes de tresses
Cette the`se a pour objet de de´velopper de nouveaux algorithmes pour les groupes de tresses. Un
proble`me important en the´orie mathe´matique des tresses est d’ame´liorer les algorithmes existants
pour re´soudre le proble`me de conjugaison. Nous re´solvons comple`tement ce proble`me dans le cas
du groupe des tresses a` quatre brins, en exhibant un algorithme de complexite´ cubique en terme
de la longueur des entre´es. La de´monstration s’appuie sur deux aspects fondamentaux des groupes
de tresses : la structure de groupe de Garside et la structure de groupe de diffe´otopie.
Comme re´sultat pre´liminaire, nous de´veloppons un algorithme de complexite´ quadratique capable
de classifier les tresses a` quatre brins selon leur type de Nielsen-Thurston. Plus ge´ne´ralement,
nous e´tudions ce proble`me de classification pour un nombre arbitraire de brins. Nous donnons une
adaptation des re´sultats connus de Benardete-Gutie´rrez-Nitecki au cadre de la structure de Garside
duale. Enfin, a` l’aide d’un re´sultat profond (et non constructif) de Masur-Minsky, nous prouvons
l’existence d’un algorithme de complexite´ polynoˆmiale pour de´cider le type de Nielsen-Thurston
d’une tresse avec un nombre de brins arbitraire.
Problemas algor´ıtmicos en los grupos de trenzas
Esta tesis tiene por objeto desarrollar nuevos algoritmos para los grupos de trenzas. Un problema
importante en la teor´ıa matema´tica de las trenzas es mejorar los algoritmos existentes para resolver
el problema de la conjugacio´n. Resolvemos completamente este problema en el caso del grupo de
trenzas con cuatro cuerdas, produciendo un algoritmo de complejidad cu´bica en funcio´n de la
longitud de las entradas. La demostracio´n se apoya en dos aspectos fundamentales de los grupos
de trenzas: la estructura de grupo de Garside y la estructura de grupo de difeotop´ıa.
Como un resultado preliminar, desarrollamos un algoritmo de complejidad cuadra´tica capaz de
clasificar las trenzas con cuatro cuerdas segu´n su tipo de Nielsen-Thurston. Ma´s generalmente,
estudiamos este problema de clasificacio´n para un nu´mero arbitrario de cuerdas. Damos una
adaptacio´n de los resultados conocidos de Benardete-Gutie´rrez-Nitecki al caso de la estructura
de Garside dual. Por fin, con la ayuda de un resultado profundo (y no constructivo) de Masur-
Minsky, probamos la existencia de un algoritmo de complejidad polinomial para decidir el tipo de
Nielsen-Thurston de una trenza con un nu´mero arbitrario de cuerdas.
Algorithmic problems in the braid groups
The aim of this thesis is to develop new algorithms for the braid groups. An important problem
in the mathematical theory of braids is to improve the existing algorithms to solve the conjugacy
problem.We completely solve this problem in the case of the four-strand braid group, by developing
an algorithm of cubic complexity in term of the length of the input. The demonstration leans on
two fundamental aspects of braid groups: the structure of Garside group and the structure of
Mapping Class Group.
As a preliminary result, we develop an algorithm of quadratic complexity which classifies four-
strand braids according to their Nielsen-Thurston type. More generally, we study this problem
of classification for an arbitrary number of strands. We give an adaptation of known results by
Benardete-Gutie´rrez-Nitecki in the frame of the dual Garside structure. Finally, with the help of
a deep (non-constructive) result by Masur-Minsky, we show the existence of a polynomial time
algorithm for deciding the Nielsen-Thurston type of a given braid with arbitrarily many strands.
